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Résumé

Let V be a two-dimensional absolutely irreducible Q,-representation of Gal(Q,/Q,)
and let II(V) be the GL2(Q,) Banach representation associated by Colmez’s p-adic Lan-
glands correspondence. We establish a link between the action of the Lie algebra of GL2(Qj)
on the locally analytic vectors II(V)*" of II(V'), the connection V on the (¢, I')-module as-
sociated to V' and the Sen polynomial of V. This answers a question of Harris, concerning
the infinitesimal character of II(V)*". Using this result, we give a new proof of a theo-
rem of Colmez, stating that II(V) has nonzero locally algebraic vectors if and only if V is
potentially semi-stable with distinct Hodge-Tate weights.

1 Introduction

Cet article s’inscrit dans le cadre de la correspondance de Langlands locale p-adique,
imaginée par Breuil [5] (au moins dans le cas potentiellement semi-stable) et établie
par Colmez [10] pour GL2(Qj), a la suite des travaux de Colmez [I1], Berger-Breuil [3],
Kisin [2§]. Cette correspondance encode la correspondance de Langlands locale classique
pour GL2(Qj).

Soit L une extension finie de Q, et soit V' une L-représentation absolument irréduc-
tible de Gal(Q,/Q,), de dimension 2. En utilisant la théorie des (¢, I')-modules de Fon-
taine [23], Colmez associe & V' une GL2(Q))-représentation de Banach II(V'), unitaire,
admissible, topologiquement irréductible et décrit les vecteurs localement analytiques
II(V)2™ de II(V') en fonction de V. Cependant, la description est tres indirecte, ce qui
rend I'étude de II(V)?" un peu délicate : par exemple, on ne sait pas si II(V)?" est tou-
jours de longueur finie. Dans cet article, on calcule I'action infinitésimale de GL2(Q,) sur
II(V)®", et on en déduit une nouvelle démonstration d’un résultat de Colmez caractéri-
sant les représentations V telles que II(V') posséde des vecteurs localement algébriques
(c’est ce résultat qui permet de faire le pont avec la correspondance classique). Il y a
d’autres problemes auxquels les techniques de cet article s’appliquent, le cas le plus no-
table étant (voir [12] et [I5]) des conjectures de Berger, Breuil [3] et Emerton [I§], qui
décrivent de maniére précise l’espace II(V)*" quand V est trianguline.
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1.1 Notations

On fixe dans toute la suite un nombre premier p, une extension finie L de Q, et une
cloture algébrique Q_p de Q,, contenant L. Soit x : Gal(Q_p/ Q) — Z,, le caractere
cyclotomique ; alors x induit un isomorphisme de I' = Gal(Qy(ip=)/Qyp) sur Zy, et on
note a — o, l'isomorphisme réciproque de Z, sur I (on a donc 0,(¢) = ¢* pour tout
¢ € ppee). Soient #Z I'anneau de Robba (c’est 'anneau des séries de Laurent ), .z a,T"
a coefficients dans L, qui convergent sur une couronne du type 0 < v,(T) < 7, ot r
dépend de la série), &1 le sous-anneau de Z des éléments bornés (c’est un corps) et & le
complété de &1 pour la valuation p-adique. On munit ces anneaux d’actions continues
de T' et d’un Frobenius ¢, commutant entre elles, en posant ¢(T) = (1 +T)P — 1 et
0a(T)=(1+T)"—1sia€Z,.

1.2 Le faisceau A - AXU

Une L-représentation de Gal(Q_p/ Q,) est un L-espace vectoriel V' de dimension finie,
muni d’une action L-linéaire continue de Gal(Q,/Q,). Soit V une L-représentation de
dimension 2 de Gal(Q,/Q,), absolument irréductible. La théorie de Fontaine [23], com-
plétée par des travaux de Cherbonnier-Colmez [6], Berger [2] et Kedlaya [27], associe
a V des modules D = D(V), DT, D,jg, libres de rang 2 sur &, &V et #, munis d’'une
action semi-linéaire de I' et d’un Frobenius ¢ semi-linéaire, commutant & I' (le module
D' n’a pas d’intérét propre, mais il permet de passer de D & Dy et vice-versa). Enfin,
on dispose sur A € {D, Djg} d'un inverse a gauche ¢ de ¢ qui commute a I'.

On peut utiliser ces opérateurs pour définir une action] du monoide P+ = ( ZP_O{O} le )
sur A, en posant

(Phet)z=1+T)" ¢ (a(2))

pour z € Aet k >0, a € Zy, b € Z;,. Le monoide P+ agit aussi sur Z,, par (§%)z =
az + b. Colmez définit un faisceau U — A K U sur Z,, équivariant sous l'action de P,
dont les sections sur a + p"Z, sont

AR(a+p'Z,) = (1+T)" ¢"(A) C A

(en particulier AKX Z, = A) et la restriction Resqypnz, : A = ANZ, = AX (a+p"Z,)
est
Resqtprz, = ((1) f)ogtoyto (é 71a) :

Faisons agir GLy(Q,) sur P1(Q,) par (¢5) z = 22t (la restriction de cette action
a P71 est celle définie ci-dessus). Un des résultats principaux de [10] est le fait que le
faisceau précédent sur Z, s’étend en un faisceau sur Pl(Qp), équivariant sous 'action de
GL2(Qp) (les formules pour I'action de GL2(Q,) sont nettement plus compliquées que

celles ci-dessus, mais sont en fait inutiles pour les applications). Soit w = (9 }). Comme

Voir la remarque pour l'origine et la signification de ces formules.



Pl(Qp) est obtenu par recollement a partir de Z,, et w-Z,, le long de Z;, on peut décrire
I’espace des sections globales du faisceau attaché a A par

ARP = {(21,2) € A x A| Resz; (z2) = wp(Resz; (21))},

ol wp est la restriction de w a AKZ7. Soit dp = ~L.det V, que I'on voit comme caractére
de Q,, par la théorie locale du corps de classedd. La représentation II(V) attachée & V'
par la correspondance de Langlands locale p-adique vit alors dans une suite exacte

0—=IL(V)*® (6p odet) - DR P! - TI(V) — 0

de GL2(Qp)-modules topologiques. Ses vecteurs localement analytiques vivent dans une
suite exacte analogue

0 — (TI(V)™)* @ (6p o det) — Dyjg RP' — TI(V)™ — 0.

Par ailleurs, si U est un ouvert compact de Pl(Qp), on dispose d’une application de
prolongement par 0 de AX U dans A X P!, ce qui permet en particulier de voir Dyig =
D,jg K Z;, comme un sous-module de D, X PL

1.3 Actions infinitésimales

Dans [10], Colmez montre que Drig®P1 est un module sous actiond de I’algebre envelop-
pante U (gl,) de Lie(GL2(Qj)), et cette action stabilise D,jxXU pour tout ouvert compact
U de Pl(Qp) ; en particulier, cette action stabilise le sous-module Dy = D,jg X Z),. Soit

h=(6%), uv"=(§§), v =9

la base usuelle de sl,, de sorte que Is = (3 9), u™, u™, h forment une base de gl,. D’apres

Berger [2], D,ig est aussi muni d’une action infinitésimale de I, a travers la connexion
V(z) = lim 1) =2

=1 x(y) —1
Enfin, rappelons que t = log(1 + T') € Z et que, grace aux travaux de Sen [32], on peut
associer & V un polynéme Psen v € L[X] de degré 2, unitaire, dont les racines s’appellent
les poids de Hodge-Tate généralisés de V. Si V est Hodge-Tate, il s’agit des poids de
Hodge-Tate classiques de V' (avec la convention que le poids de Q,(1) est 1).

Théoréme 1.1. Soit V une L-représentation absolument irréductible de Gal(Q,/Q,),
de dimension 2, a poids de Hodge-Tate a,b, de telle sorte que Psenv = (X —a)(X —b).
L’action de gl, sur Dyig est donnée par Io(z) = (a +b— 1)z,

v (V)(2)

" . h(z)=2V(2) = (a+b—1)z, u'(z) =tz

u(z2) =
2Donc x, vu comme caractére de Qj est © — x - |x|p, ot | - |, est la valeur absolue p-adique.
3Plus précisément, il démontre que Dyig P! est un module sous 1’action de I’algébre des distributions
d’un sous-groupe ouvert compact suffisament petit de GL2(Qp).




On déduit du théoreme [Tl 'action de U(gl,) sur Dy X P!, car un élément de
Dyig M P est de la forme 21 4+ w - 29 avec 21,22 € Dyig. La preuve du théoreme [LT] fait
jouer un role essentiel a I’élément de Casimir

1
C=utu +uut+ §h2 e U(sl,),

qui engendre le centre de 'algebre U(sl,). En effet, il n’est pas difficile de vérifier que
C' induit un endomorphisme du (¢, I')-module Dyjs. Des propriétés standard des (¢, I')-
modules entrainent que cet endomorphisme est scalaire. Pour identifier ce scalaire, on
utilise la théorie de Hodge p-adique, en particulier les techniques différentielles de Berger
et Fontaine (voir la partie [2.5]). Le théoréme [IT] est une conséquence facile du résultat
suivant, qui répond aussi a une question de Harris ([18], remark 3.3.8).

Théoréme 1.2. Si V' est comme dans le théoréme [L1, l'action de C' sur Dyjg X P!, et
(b—a)?—1

donc sur II(V)**, est la multiplication par ~—

En fait, les deux théorémes précédents sont équivalents a 1’énoncé suivant, portant
sur I'involution wp de Colmez.

Corollaire 1.3. 5i z € Dy X Z;, on a

Ry (V)(wn(2))
t

wp(tz) =

Sia,b € L, 'espace des représentations V' dont les poids de Hodge-Tate généralisés
sont a,b est une variété de dimension 3. Les représentations de Banach attachées a ces
représentations galoisiennes ont le méme caractere infinitésimal d’apres le théoreme [L.2]
mais elles sont deux a deux non isomorphes (la correspondance de Langlands locale
p-adique étant injective, d’aprés un théoréme de Colmez). On voit ainsi qu'il y a une
infinité de représentations de Banach de GL2(Q,), absolument irréductibles, unitaires,
admissibles, ayant le méme caractere infinitésimal. Cela ne se produit pas dans la théorie
classique des représentations unitaires des groupes réels (semi-simples, mais oublions cela
pour un moment), d’apres des résultats classiques (mais profonds) de Harish-Chandra.

Le théoreme couplé & un théoreéme récent et tres délicat de Paskunas [30], qui
démontre la surjectivité de la correspondance V' — II(V'), donne le résultat suivant :

Théoréme 1.4. Soit p > 3 et soit Il une L-représentation de Banach de GL2(Q,),
unitaire, admissible, absolument irréductible. Alors II*" admet un caractére infinitésimal.

L’hypothese p > 3 apparait dans les travaux de Pasktinas; il est raisonnable de penser
que le résultat reste vrai pour p < 3 (cf. [I7] pour des résultats dans cette direction).
Paskiinas démontre@ en outre I'analogue du lemme de Schur : si IT est comme dans le
théoreme [I.4], alors EndCLO[IétLQ(Qp)] (IT) = L. On peut se demander si le méme résultat est
valable en remplagant II par I1*". Cela démontrerait le théoréme [[L4 de maniére plus

1Sa preuve est tres détournée, mais une preuve plus simple d’un résultat plus général est donnée
dans [I6]. Elle repose sur une version du lemme de Quillen due & Ardakov et Wadsley [1].



directe (mais pas le théoreme [[2]), mais je ne sais pas le faire. Je ne sais pas non plus
si II*" est de longueur finie pour une représentation II comme dans le théoréme [L.4]
méme s’il est treés probable que la réponse soit positiv. Notons que dans la théorie
des groupes réels, ce résultat est une conséquence formelle du fait qu’il y a seulement
un nombre fini de (classes de) représentations unitaires irréductibles ayant un caracteére
infinitésimal donné, mais comme on ’a remarqué ces résultats ne sont plus valables en
p-adique.

La motivation principale du théoréme [IT] était de donner une preuve "analytique"
du théoreéme suivant, dit & Colmez ([10], thm. VI.6.13, VI1.6.18).

Théoréme 1.5. SiV est comme dans le théoréme [, alors II(V') a des vecteurs loca-
lement algébriques non nuls si et seulement si V' est potentiellement semi-stable a poids
de Hodge-Tate distincts.

Notons que le théoreme joue un role crucial dans la preuve de la conjecture de
Fontaine-Mazur en dimension 2 (sous certaines hypotheses faibles) par Emerton [19]. 11
joue aussi un role important dans la preuve par Kisin [29] de la méme conjecture (mais
Kisin a besoin d’informations plus fines concernant les vecteurs localement algébriques).

Notre démonstration du théoreme est nettement plus directe que celle que donne
Colmez dans [10], qui repose sur deux généralisations des lois de réciprocité explicites
de Kato [26] et Perrin-Riou [31], [8]. Il est assez amusant de constater que méme si on
utilise beaucoup des résultats de Colmez, ce sont précisément ces résultats qui ne sont
pas utilisés dans sa preuve du théoreme
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2 Théorie de Hodge p-adique et (¢, [')-modules

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques résultats standard concernant les liens
entre la théorie des (¢, I')-modules et la théorie de Hodge p-adique. Ces résultats seront

® Voir aussi la conjecture faite dans [16] et ce que ce 'on sait pour I'instant concernant cette question.
Le cas ou V est trianguline est démontré dans [12], ou II(V)*" est étudié en détail, répondant ainsi a des
conjectures de Berger, Breuil et Emerton. L’ingrédient principal de la preuve est I’étude du module de
Jacquet analytique de II(V)**, qui peut se faire facilement [I5] en utilisant les résultats de cet article.



pleinement utilisés dans les chapitres [ et Bl mais la proposition [2.14] sera suffisante pour
la démonstration du théoréme [[.Tl Pour expliquer certaines constructions classiques, il
faut malheureusement ouvrir la boite de Pandore des anneaux de Fontaine. Le lecteur
pourra facilement faire abstraction de la plupart de ces anneaux, car pour la suite seuls
les anneaux Bqgr, B, Bt et % (voir plus bas pour les définitions) seront utilisés. Voir [22]
et [I3] pour les preuves des assertions concernant les anneaux de Fontaine, ainsi que [14]
pour une vue d’ensemble. Soit €™ une racine primitive d’ordre p™ de 'unité, telle que
(8("+1))p = &(™ pour tout n. On pose F,, = Qp(a(")), L, =L®q, F, et Loc = UyLy,.

2.1 Anneaux de fonctions analytiques

Notons, pour n > 1,
1

pip—1)

Définition 2.1. a) Soit & I'anneau des séries de Laurent ),z apT*, avec (ak)kez une
suite bornée d’éléments de L et limp_, _, ap = 0.

b) Soit &Orn] Panneau des séries f = > okeZ apTF € & qui convergent sur la couronne
0 < vp(T) < 1. Soit & la réunion des 07wl

c¢) Soit & 10.7n] Panneau des séries > okez apT* qui convergent sur la couronne 0 <
vy(T) < 1y et soit Z 'anneau de Robba, réunion des &0 a Pintérieur de LT, T~']].

Ty = = vp(s(”) —1).

Tous ces anneaux sont munis de topologies naturelleﬂ, ainsi que d’une action continue
de I, définie par o, (f)(T) = f((1+T)*—1) pour a € Z;. Les anneaux & et % sont aussi
munis d’un Frobenius continu ¢, défini par ¢(f)(T) = f((1 +T)? — 1) et commutant a
Paction de I'. Si A € {&,Z}, tout élément f € A s’écrit de maniére unique sous la forme

p—1

f=2_A+1)e(f)

=0

avec f; € A. En posant ¢(f) = fo, on obtient un endomorphisme continu de L-espaces
vectoriels 1 : A — A tel que ¥(o(f)) = f pour tout f € A.

Soit t = log(1 +T) € %Z. On a alors 0,(t) = at pour tout a € Z; et p(t) = pt. De
plus, on dispose pour tout 7 > 1 d’une injection T-équivariante ¢~ : &% — L [[t]],
qui envoie f sur f(e™e!/P" —1)(noter que, comme f converge en (™ —1, f(e™et/P" —1)
est bien défini en tant qu’élément de L,[[t]]).

2.2 Anneaux de Fontaine

Soit C,, le complété de Q_p et soit Og, I'anneau de ses entiers. Soit v, la valuation p-adique

sur Cp. On note E* 'anneau des suites z = (z(™),,>0 € ng telles que (z( )P = (")

6 £107n] est muni de la topologie de Fréchet déduite des normes sup sur les couronnes 7, < vp(T) < Tn,
avecm >net % = Unéa]o”"] est muni de la topologie limite inductive. Soit Og le sous-anneau de &
formé des séries ZnEZ anT" avec an, € Or. On munit Og de la topologie dont une base de voisinages

de 0 est donnée par les T"Or[[T]] + p*Os et on met la topologie limite inductive sur & = U,p "Os.



pour tout n, 'addition étant définie par

(4 y)™ = lim () + y(n+j))pj
J—00

et la multiplication étant définie composante par composante ; c’est un anneau parfait de
caractéristique p, muni d’une action’l de Gal(Q,/Q,), commutant au Frobenius x — z?,
que Pon note ¢. En posant vg(z) = v,(z(?)) pour 2 € E*, on obtient une valuation
sur I'anneau Et. L’élément T = (¢M™),, — 1 € E* satisfait vg(T) = p%l et le corps des
fractions E = E+[1 /T] de ET est algébriquement clos et complet pour la valuation vg.

Soit AT = W(E") (resp. A = W(E)) 'anneau des vecteurs de Witt & coefficients
dans E* (resp. E) et soit Bt = A*[1/p] (resp. B = A[1/p]). Tout élément de A (resp.
A) s'écrit de maniere unique sous la forme Yoo p*[zi], avec 2 € ET (resp. E). Ici
[] € AT (resp. A) est le représentant de Teichmuller de 2 € E* (resp. E). Le Frobenius
et 'action de Gal(Q_p /Qp) sur ET et E induisent un Frobenius bijectif ¢ et une action de
Cal(Q,/Q,) sur A*, A, B et B*. Le résultat suivant, dans lequel T = [1+T] -1 € AT,
est standard ([22], propositions 2.4, 2.12 et 2.17).

Proposition 2.2. L’application 6 : At — Oc, définie par 0(x) = anop":ﬂﬁ?) six =
> on>0P" 0] est un morphisme surjectif d’anneaur et Ker(0) = w - AT, ot w= WlL(T)'
Le séparé complété B(—Z{—R de Bt pour la topologie w-adique est un anneau de valuation
discrete, d’uniformisante w o

t=log(1+T)=> (-1)

n>1

n
n-1 1"

n

Le morphisme 6 : BT — C,, s’étend par continuité en un morphisme surjectif B:{R —
C,, dont le noyau est engendré par w ou t. On note Bqr = BIR[l/t], qui est donc un
corps de valuation discrete, d'uniformisante ¢ et de corps résiduel C,,.

On dispose d’une myriade de sous-anneaux de B, qui sont stables sous l’action de
Gal(Q,/Q,) et font le lien entre la théorie de Hodge p-adique et la théorie des (¢, T')-
modules.

a) Pour tout r > 0, soit B(®"] ’ensemble des z = S hes oo PFTE] €
limy 0o vp(zK) + % = oo. Soit BT la réunion des B & Dintérieur de
By = BO/7] BT est stable sous 'action de ¢, qui est bijectif.

b) Siz=os_ooPF[z] € BOT on note

k
0O (z) = Iirelg (vE(xk) + ;) .

tels que

B
B. Comme

Soit BI%"] la complétion de BO7! pour la topologie de Fréchet induite par les semi-
valuations (min(v(o’s],v(o”’}))o@gr et soit Byjg la réunion des Bl07). Cet anneau est muni
d’un Frobenius bijectif, obtenu par prolongement & partir du Frobenius sur BT.

"Cette action est induite par l'action tautologique de Gal(Q,/Qp) sur Oc, .

8Noter que 1'on utilise la méme lettre que pour I’élément ¢ = log(1 + T) de #. Cela s’explique par le
fait que I'on a une injection naturelle de 2% = % N L[[T]] dans B}, qui envoie f sur f(e’ — 1) et cette
injection envoie I'élément ¢t de Z sur t € B;rR.



c) Soit Aq, l’anneauﬁ des sérigs de Laurent ) ;.z apTF, ot ay, € Z, et limy_,_ap =
0. On voit Aq, a l'intérieur de A en envoyant T sur [1 + 7] — 1. Soit B I'adhérence,
pour la topologie p-adique, de I'extension maximale non-ramifiée de Aq,[1/p] dans B.
Ce sous-anneau de B est stable sous I’action de ¢. Finalement, on note B"] = BNB(©]
et Byg = Z ®,41 B

On peut montre@ que l'on a des identifications compatibles aux action de petT

(L®q,B)" =¢, (Leq, BN =&, (Leq,Bu)” =%

et (L ®q, BON)H = £07] pour tout r > 0 assez petit.

2.3 (¢,I')-modules

Définition 2.3. Un (¢,I')-module D sur A € {&,&T, %} est (dans cet article) un A-
module libre de type fini, muni d’une action continue semi-linéaire de I' et d’un opérateur
semi-linéaire ¢, commutant a I" et tel que Ap(D) = D.

Dans la suite de ce chapitre, on fize une L-représentation V de Gal(Q,/Q,). La
théorie de Fontaine [23], raffinée par les travaux de Cherbonnier-Colmez [6], Kedlaya [27]
et Berger [2], associe a V' une famille de I' et (¢, I")-modules.

Définition 2.4. On définit :
a) Les (¢,T')-modules D = (B®q, V), DT = (B ®q, V), Diz = (Bug ®q, V),

Drig = (Brig ®QP V)H =% Rt DT

sur &, &1, (L ®qQ, Brig)H et #, respectivement.

b) Les I'-modules D(Ofn} — (B(in_n] ®q, V), DOl — (BOr™"] ®q, V), Dol —
E07) @ 0.0 DOT) et DOl = (BIOP " g, V)T

c) Les (¢,I')-modules D = (B ®q, VA, T = (B ®q, VA,

d) Les I-modules Dyt = (Bar ®q, V) et Dj;; = (Biz ®q, V).

On dispose alors du résultat fondamental suivant, dit & Cherbonnier et Colmez [6].

Théoréme 2.5. Il existe un_entier m(D) tel que DO soit un &Orm®d)] module
libre de rang dimp, V', tel qu D = & ® DOl De plus, pour tout n > m(D) on a
D(Ovrn} — (g"(oyrn] ® D(Ovrm(D)} .

Remarque 2.6. 1) On déduit du théoréeme 25 que D0l Dt et D, s’obtiennent a partir
de DO7"m)] par extension des scalaires & &0 &1 et %, respectivement. On obtient
aussi un isomorphisme canonique D = & ® ¢ D1,

9Noter que Aq, n'est rien d’autre que I'anneau Og pour L = Q.

19 action de Gal(Q,/Q,) sur tous les anneaux et objets qui suivent est L-linéaire. Pour la preuve de
ces isomorphismes, voir [I3], propositions 7.1, 7.5 et 7.6, ainsi que [2], proposition 3.15.

"Noter que les actions de ¢ et T sur T = [I + T] — 1 sont données par o(T) = (1 +T)? — 1 et
0a(T)=(14+T)* —1, i.e. ce sont les mémes que celles définies dans la partie [Z1]

12Tous les produits tensoriels sont pris au-dessus de EOrm»],



2) Dans la suite on se permettra d’augmenter un nombre fini de fois m(D) si
besoin est. Par exemple, dans le chapitre V de [I0] on construit des entiers m(D),
mq(D),...,m5(D). On supposera que notre m(D) est plus grand que toutes ces constantes.
Remarque 2.7. On peut récupérer V de maniére fonctorielle & partir de D, DT et Dy
par

V = ((L®q, B)®s D)*~' = ((L ®q, B") @4 D")¥=! = (L ®q, Brig) ®% Drig)*~".

Comme on a aussi un isomorphisme fonctoriel Dyjg = (Byig ®qQ, V)H , le foncteur V. —
D,jg est pleinement fidele; en particulier EndL[Gal(Q_p/Qp)}(V) = End, 1 #(Drig) pour
toute L-représentation V.

On finit cette partie en rappelant la construction des applications de localisation pour
un (¢, T')-module. Elles vont jouer un rdle crucial dans la suite. Si z = Yoo pFlzg] €
Bl la série S kos oo P¥[7k] converge dans B:{R, ce qui fournit un morphisme naturel

B BIR, qui se trouve étre injectif. Ce morphisme s’étend en un morphisme,
10,1]

toujours injectif, de B dans BIR. Composé avec 'isomorphisme BIOU ~ BIO»™"]
induit par (", ce morphisme induit une application de localisation ¢ =" : Blor™" BZILR,

compatible avec I'action de Gal(Q,/Q,).

Définition 2.8. On note ™" : Dol ]jj{if la composée de linjection DIl ¢
Dloral = (BI9P™"l @q, V) avec I'application o ®1: BOP " @V — BJ; ® V. Cette
injection L-linéaire, I'-équivariante est appelée morphisme de localisation en e 1.

Ezxemple 2.9. Si D est le (¢, ')-module attaché a la représentation triviale, le morphisme
de localisation est D'injection ¢~ de &9 — L,[[t]] de la partie ZT], composée avec
Vinclusion L, [[t]] C L ®q, (Biz)".

2.4 Le module de Fontaine DCJ{ifm

Définition 2.10. Soit DZ. le sous L,[[t]]-module de D}, engendré par I'image du
morphisme de localisation ¢~ : DI%™] — DT = (B3, ®q, V).
Remarque 2.11. a) Pour n > m(D) on a

D(Jirif,n = Ln[[t“ ®g’]0,rn] D]Oﬂ"n],

otl Ly[[t]] est vu comme &1]-module via ¢~ (voir 'exemple ZJ). Le théoréme et
la remarque Z6] entrainent que D est un L, [[t]]-module libre de rang dimy, V, stable

sous l'action de I'. De plus, I'), agit de maniére L,-linéaire sur D:{if -
b) La représentation V est dite de de Rham si le L-espace vectoriel

Dgr(V) = (Bar 2q, V)Gal(Q_p/Qp)

est de dimension dimy V. La filtration sur Dqgr (V') est définie par Fil'(Dgr (V)
(t'Bli ®q, V)©GalQs/Q) pour tout i € Z. On mnote aussi Djz (V) = Fil%(Dar(V)).



Si V est de de Rham, alors on peut retrouver Dgr (V') et sa filtration a partir de
Diif,n par la recette Fil'(Dgr(V)) = (tiD:{iﬂn)F, pour n > m(D) et i € Z. De plus,
D(‘fif’n[l/t] = L ((t)) ® Dar (V') pour tout n > m(D). Notons qu’avec nos conventions,
si V est de de Rham, alors les poids de Hodge-Tate de V sont les opposés des sauts de
la filtration sur Dqg (V).

c¢) Dans tous les cas, D(Jirifm engendre BJ; ®q, V comme BJ-module (voir [24]).

2.5 L’action infinitésimale de I

D’apres Berger [2], lemme 4.1 et ce qui suit, I'action infinitésimale de I' sur D, définit
une connexion
oa(2) — 2

V:Dig = Diig,  V(2) = lim =2

qui commute & ¢ et ' et laisse stable D/07n]

triviale, alors Dy, = Z et

pour n > m(D). Par exemple, si V est

d df
V(f)= (1+T)10g(1+T)-ﬁ (1) :t-a
pour f € Z. En général, la connexion V satisfait V(fz) = V(f)z + fV(z) pour tout
2 € Dyig et tout f € Z%.
L’action de T" sur D;Lif’n (avec m > m(D)) peut aussi se dériver, ce qui induit une
connexion Ly-linéaire V = lim, ;1 22 sur D:{iﬂn, au-dessus de la connexion t% sur

L,[[t]]. Cette connexion préserve donc t*DJ. = pour tout i > 0.

Définition 2.12. Les poids de Hodge-Tate généralisés (resp. le polynéme Psep v de Sen)
de V sont les valeurs propres (resp. le polynéme caractéristique) de V agissant sur le
L,-module libre de type fini Dgep p, := D;‘Ef n/tD:l_if -

Remarque 2.13. La définition [Z12] est compatible avec la définition classiqu des poids
de Hodge-Tate généralisés. En effet, 6 : (BjR ®q, V) - (C, ®q, V) identifie Dgen
a un sous-L,-module de Dgey(V), tel que Dgenp ®1,, Loo = Dgen (V).

Le résultat suivant joue un roéle crucial dans la preuve du théoreme [Tl

Proposition 2.14. Soit V une L-représentation de Gal(Q,/Q,) et soit Dyig le (¢,T)-
module sur Z attaché a V. Alors Psenv(V) envoie Dyig dans t - Dyig.

Démonstration. Si z € Dyig et o "(2) € tD:{if , bour tout n assez grand, alors z € tDyjg
(voir [2], lemmes 5.1 et 5.4). On se ramene donc & montrer que pour tout z € Dyjg et
pour tout n assez grand on a ¢ "(Psen,v(V)(2)) € t- D}, . . Puisque ¢~ " commute a V,
il suffit de vérifier que Psen,v(V) envoie D:ﬂﬁn dans t - D;fif’n. Cela découle du théoréme
de Cayley-Hamilton dans le L,-module libre de type fini Dgep p-
O
¥Drapreés Sen [32], il existe un plus grand sous-Le-module libre de type fini Dsen (V) de (C,®q, V)7,
qui est stable par I'. Le module Dgen (V) engendre C, ®q, V sur C, et est de rang dimy V. L’action

infinitésimale de I' sur Dgen (V') définit un opérateur Loo-linéaire ©gen, dont les valeurs propres s’appelent
les poids de Hodge-Tate généralisés de V.

10



2.6 Traces de Tate normalisées

Soit Lo = Uy Ly,. Pour tout n > 0 on dispose d’un projecteur I'-équivariant T}, : Lo, —
L, défini par

1
To(z) = o7 WLy /L (x)

pour tout j tel que € Ly,4;. On en déduit des projecteurs I'-équivariants

Resp—”Zp :Loo((t)) - L((t))v Resp_"Zp( Z altl) = Z Tn(al)tl'

[>>—o00 [>>—o00

Dans [§], proposition V.4.5, Colmez étend ces projecteurs en des projecteurs L((t))-
linéaires continus (appelés traces de Tate normalisées) Resy-nz, : L ® BIE — L,((t),
envoyant L @ (BIz)¥ dans L,[[t]].

2.7 L’opérateur ¢
Comme ¢(D) engendre D, tout élément z de D s’écrit de manieére unique sous la forme

p—1

2= (1+T)'p(z),

1=0

avec z; € D, ce qui permet de définir un opérateur continu ¢ sur D par ¥(z) = zp. On
vérifie facilement que ¥(fp(z)) = ¥(f)z et Y(p(f)z) = f1o(z) pour f € & et z € D. De
plus, ¢ commute a I'. Tous ces résultats restent valables si on remplace D par D,z et &
par Z.

3 Actions infinitésimales sur D,;,

Dans ce chapitre on démontre le théoréme [Tl L’idée de la preuve est tres simple : on
montre que lopérateur de Casimir (qui engendre le centre de l'algebre U(sl,)) induit
un endomorphisme de D;ie, qui est forcément scalaire par des résultats de Berger et
Kedlaya. Pour identifier ce scalaire, on utilise le lien entre la théorie de Hodge p-adique
et les (¢, I')-modules, plus précisément la proposition 214l Pour en déduire 'action de u~
sur Dy, il ne reste plus qu’a revenir aux formules explicites donnant I'action de GL2(Q))
et a exprimer 'action du Casimir seulement en fonction de u~. Les premieres parties de ce
chapitre sont préliminaires et rappellent des constructions diverses et variées de Colmez.
Dans la suite V' est une L-représentation absolument irréductible, de dimension 2 de
Gal(Q,/Qp). On note D et Dy les (p,I')-modules sur & et Z attachés a V (définition

3.1 Le faisceau U - AXU

Soit A € {D, Dyjg}. Dans la partie [.2, on a expliqué la construction d’un faisceau P*-
équivariant sur Z,, attaché a A, qui se prolonge (d’apres les chapitres II et V de [10])
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en un faisceau sur P1(Q,), équivariant sous I'action de GL2(Q,). Soit wp la restriction
a AKX Zy de I'action de I'involution w = (9 (1)), de telle sorte que ’espace des sections
globales du faisceau attaché a A est

ARP' = {(21,22) € A x A| Resgs(22) = wp(Reszs(21))}-

L’application de prolongement par zéro iz, : A — AKX P! définie par iz,(2) =
(z,wp(Resz;(2))) permet d’identifier A & un sous-module de A X P!, ce que l'on fera
sans plus de commentaire. Tout élément z de A X P! peut alors s’écrire z = 21 + w - 2o
avec 21,20 € A. Rappelons que 6p = y ! -det V est vu comme caractére de Q. L’action
de GL2(Qp) sur A = AKX Z, est donnée par les formules suivantes :

a) (89)z=10dp(a)z et (8(1]) z=¢(z).

b) Sia € Z3, alors (§9) z = 0a(2).

c) Pour tout b € pZ,ona (§%)z=(1+T)" zet

(:9)z=wp ((1 +T)° - wp (Resz;(z))) + up (Respz, (2)) ,
aved", pour z € p(D),

up(w) = 05 (1 = )1 + T)7Twp|(1 + T)* Doy (wp((1+ T)a)))-

Remarque 3.1. Les formules donnant I'action du Borel supérieur sur A = AKX Z,, sont
facile & manipuler et expliquent les formules simples pour 'action de Iy, u™ et h dans le
théoreme [[LT] Par contre, la formule donnant I’action de I'unipotent inférieur ne permet
pas une déduction facile de la formule pour u ™.

Remarque 3.2. Les formules donnant I’action de GL2(Qj) sont inspirées de celles obte-
nues en faisant agir GL2(Q,) sur les mesures sur P1(Q,). Rappelons que L ®0, O [[T]]
(resp. ZT = % N L[[T])]) s’identifie, grace au théoreme de Mahler (resp. Amice), a l'es-
pace des mesures (resp. distributions) p sur Z,, a valeurs dans L. L’identification se fait
par la transformée d’Amice

Z
—mf:}:/ -T":/ 14+ T)"p.
1 "= 2y, <n>ﬂ Zp( ) u

Le monoide P* agit sur I’espace de ces mesures (resp. distributions) par
| owg-n= [ laz+ by
ZP ZP

si ¢ : Z, — L est continue (resp. localement analytique) et g = (&%). Au niveau des
transformées d’Amice, Paction de PT sur I'espace des mesures (resp. distributions) peut
aussi s’écrire
JZ{(pkat b)ﬂ = (1+7)" " (0a()),
01

14 La formule de [I0] p. 325 comporte quelques erreurs de frappe.
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formule qui a un sens pour n’importe quel (p,I')-module et qui a été utilisée dans
I'introduction pour définir une action de P+ sur A. Si p1 est une mesure sur Z, et U est
un ouvert compact de Z,, soit Resy(p) la mesure telle que fzp ¢Resy(p) = fzp 1y - ou,
ou 1y est la fonction caracteristique de U. Sia € Zy,, n > 0et A € {L ®o, OL[[T]], Z},
on définit Res,ipnz, : A — A par Resqiprz, = (§%) 0 @™ o™ o (§ 7). Tout ouvert
compact U de Z,, peut s’écrire comme une réunion disjointe finie U = Uyer(a+p"Z,) et
on pose Resy = 5 Resqypnz,, qui ne dépend pas du choix de la décomposition. On
vérifie alors que Resy (47,) = e, (u)- Le faisceau équivariant attaché a D est 'analogue
du faisceau des mesures sur Z, et de 'action de P* que 'on vient de définir. L’espace
D X P! est alors I'analogue de Iespace des mesures sur Pl(Qp), muni de 'action de

GL2(Qp) définie par

axr +b
- So(cn 4 d ( )
/P L, @ /P R )

pour g = (¢ Z) et ¢ : Z, — L continue. L'espace A X Z7 = AY=0 correspond & 'espace
des mesures a support dans Zy et l'involution wp de D X Z7 correspond au niveau des
mesures a la transformée yu — wp - p définie par

Sun= | Op(@)(1+T)

8=

-

En approximant 'intégrale par des sommes de Riemann et developpement de Taylor a
l'ordre 1, on obtient une formule qui ne fait intervenir que 'action de ¢, ¢ et I' sur <7,
Cette formule a un sens pour tout (¢,I')-module D et est donnée par
1 .
wp(2) = lm > Sp(@)(1+T)io_ 1"y ((1+ 1) ')
ie(2/p"2)" '
pour z € D¥=0. Les résultats généraux de [9], chap. V montrent que la limite existe
et que wp est une involution continue de D¥=Y. La série définissant wp(z) ne converge
pas dans DT ou D Cependant, si D est attaché a une représentation de dimension

2, Colmez démontrd'd ([I0], lemme V.2.4 et proposition V.2.9) que wp préserve D=0
=0

et se prolonge en une involution continue de Dy, . Cela permet de faire les mémes

constructions pour Drig.

3.2 Actions infinitésimales sur le faisceau U — D,;, KU

Sim > 2, soit K, = 1+ p™My(Z,); c’est un groupe de Lie p-adique compact. Soit
P(K,,) algebre des distributions sur K, (voir [34], [35]), dual fort de I’algebre C*" (K, L)
des fonctions localement analytiques sur K,,, a valeurs dans L. Soit U(gl,) I’algebre enve-
loppante de 'algebre de Lie de GL2(Q,). On dispose d’une inclusion U (gl,) C Z(K,,, L),
en voyant les éléments de U(gl,) comme des opérateurs différentiels sur C**(K,,, L) et
en évaluant en 1 € K,,.

15Ce résultat est hautement nontrivial et découle essentiellement de la construction de la correspon-
dance de Langlands locale p-adique, par prolongément analytique a partir du cas cristallin.
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Proposition 3.3. L’action de GLy(Q,) sur Dyg X P en fait un module sur P(K.,).

Démonstration. Passer a la limite inductive dans le lemme V.2.15 de [10] ou contempler
le dernier isomorphisme de la remarque V.2.19 de [10]. Dans loc.cit., m est supposé assez
grand, mais comme les K, sont commensurables, cela ne change rien. O

Lemme 3.4. Soit H C GL2(Q,) un sous-groupe ouvert compact qui stabilise l’ouvert
compact U C P1(Qy). Alors Dyg U C Dy X P est stable par Z(H) et on a Resy (X -
z) = A~ Resy/(z) pour tout z € Dyg XP et tout A € Z(H).

Démonstration. Si A € L[H] est une combinaison linéaire de masses de Dirac, cela est
évident par GL2(Qjp)-équivariance de Resy et le fait que h(U) = U pour h € H. Le
résultat suit alors par continuité et densité de L[H] dans 2(H) ([34], lemme 3.1). O

Le lemme précédent induit une action de gl, sur Dz X Z,, = D, qui satisfait
Resy (X - 2) = X - Resy(z) pour z € Dyg P X € gl, et U C Z, ouvert compact.

3.3 L’action de I’élément de Casimir

Rappelons que 'on utilise la base
IQ:((l)(l))v h:(691)7 u+:(86)7 u_:((l)g)

de gl,. Pour la définition des poids de Hodge-Tate généralisés d’une L-représentation V'
et du polynoéme Psep v, voir la partie 2.5

Proposition 3.5. Si k est la somme des poids de Hodge-Tate généralisés de V, alors
pour tout z € Dyig on a Ix(z) = (k — 1)z, uT(z) =tz et h(z) = (1 — k)z + 2V z.

Démonstration. La GLo(Qp)-représentation Dyjz X P! a pour caractére central §p =
X! -detV, qui, en tant que caracteére galoisien, a poids de Hodge-Tate généralisé k — 1
(car det V' a poids de Hodge-Tate k). Donc, en tant que caractére de Q,, la dérivée en
1 de 6p est k — 1. La formule I5(z) = (k — 1)z s’en déduit. Comme (} %)z = (1 + T)bz

pour z € Dy et b € pZy, on a

pour tout z € D,je. Le caractere central de Drig&P1 étant 6p, un calcul immédiat donne

(8 agl) z =65 (a)o(2).
I s’ensuit que pour z € Dyjz on a

h(z) = lim 65 (a)og2z — 2

a—1 a—1

=(1—-Fk)z+2Vz,
la derniére égalité étant une conséquence du fait que la dérivée de dp en 1 est k — 1,

comme on l’a expliqué ci-dessus.

O
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L’élément de Casimir 1
C=vutu +uu" + §h2

engendre le centre de U(sl,). D’apres le lemme 4] et la remarque qui le suit, on peut
voir C' comme endomorphisme L-linéaire continu de D,z = Dz X Z),.

Lemme 3.6. Soient a et b les poids de Hodge-Tate généralisés de V, de telle sorte que
Psenv(X) = (X —a)(X —b). On a une égalité d’opérateurs sur Diig

a—b)?%—-1

C =2tu” +2Psenv(V) + %

Démonstration. La proposition montre qu’en tant qu’opérateurs sur Dy, on a h =
2V +1—ket ut(z) =tz, ot k= a+b. Un calcul immédiat montre que

2V — k)2 —1
2

(a—b)?—1
—

_h2 —h= - 2PSen,V(V) +
Le résultat suit alors de 1'égalité C' = 2u™u™ + %hz — h, déduite de utu~™ —u"uT = h.
O

On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme principal de l'article. On
garde les notations du lemme

Théoréme 3.7. Pour tout z € Dyig on a u™(2) = —w et C(z) = % - Z.

Démonstration. Comme C' commute a I'action adjointe de GL2(Q)), les formules don-
nant l'action de GL2(Qp) sur Dyjz X P! montrent que lopérateur C : Dy — Dyjg
commute a ¢ et I et satisfait C((1+7)™-z) = (1+T)™-C(z) pour tout m € N et tout
2 € Dyig. Par linéarité, on obtient C(f(T")z) = f(T')C(z) pour tout f € L(T) et tout
2 € Dyig. Or, il est facile de voir que L(T") est dense dans Z (tout f =3, czan-T" € #
est la limite dans # de la suite >, <y an - T™). On en déduit que C est Z-linéaire, i.e.
C € End,r % (Drig) = End; ca@y/q, (V) (remarque 2.7)). Comme V' est absolument
irréductible, on conclut que C' est scalaire.

)2
La proposition [ZT4 combinée au lemme montrent que C' — % envoie Dije

_p)2_
dans t - Dyjg. Comme de plus C' — % est scalaire, d’apres la discussion précédente,

(a—b)?—1
2

on obtient finalement C' = . La formule pour u~ suit alors du lemme

O

On finit par un corollaire concernant I'action de l'involution wp sur Dyig X Z7.

Corollaire 3.8. Pour tout z € D,y X Z; on a

_ Benv(V)(wp(2))
t

wp(tz) =

SNoter que si z € Dyig et P € L[T] est non nul, alors ﬁ - 2 € Drig.
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Démonstration. Le théoréme 3.7 montre que

p(tz) = wD(u+z) =wutz=uwz = u (wp(z)) = —

PSen,V(V)(wD (Z)) ]
t

3.4 Application aux représentations de Banach

Rappelons qu'une L-représentation de Banach de GL2(Q,) est un L-espace de Banach
IT muni d’une action continue de GL2(Q,). La représentation II est dite unitaire si elle
admet une norme définissant la topologie de Banach et qui est invariante sous l’action
de GL2(Qp). Elle est dite admissible s'il existe une injection continue H-équivariante
Il C ¢(H,L)" pour un sous-groupe ouvert compact H de GL2(Q,) et un n > 1. Cela
équivaut a ce que le dual topologique IT* de II soit un L ®0o, Or[[GL2(Z,)]]-module de
type fini, ot Or[[GL2(Z,)]] est I'algebre de groupe completeh 17 de GLy(Z

Si IT est une GL2(Qp)-représentation de Banach admissible, on note Han le sous-
espace des vecteurs localement analytiques de II (ce sont les vecteurs v € II tels que
g — g-v soit une fonction localement analytique sur GL2(Q,), & valeurs dans le Banach
IT). D’apres un théoréme fondamental de Schneider et Teitelbaum ([35], theorem 7.1), il
s’agit d’un sous-espace dense de II. Le résultat suivant est da a Colmez [10].

Théoréme 3.9. Soit V une L-représentation absolument irréductible, de dimension 2 de
Gal(Q,/Q,) et soient D et Dyig les (o, T')-modules attachés a V. I existe une GLa(Qp)-
représentation de Banach unitaire admissible, topologiquement absolument irréductible
IT =TI(V) telle que l'on ait des suites exactes de GLa(Qp)-modules topologiques

0— II*® (dp odet) - DR P! — II — 0,
0 — (IT"™)* @ (6p o det) — Dyg X P! — TI*™ — 0.

Remarque 3.10. SiV, D et 1I sont comme dans le théoreme [3.9], on note = II(V*®y), ou
V* est le dual de V. Le choix d'un isomorphisme A%(V') =~ y-dp induit un isomorphisme
II ~ H®(6E)1 odet), qui, combiné aux suites exactes du théoreme[3.9] induit des inclusions
GLo(Qp)-équivariantes IT* € D X P! et (IT2)* C D,y X PL.

Le résultat suivant répond a une question de Harris ( [18], remark 3.3.8).

Théoréme 3.11. Soit V' une L-représentation absolument irréductible de Gq,, de di-
mension 2, & poids de Hodge-Tate généralisés a et b. Alors I’élément de Casimir agit par

multiplication par % sur II(V)an

Démonstration. D’aprés le théoreme B.7] I'élément de Casimir agit par multiplication

b2
par % sur Dy X P!. Comme IT*" est un quotient de Dyie X P! d’apres le théoreme
3.9l le résultat suit. O

7Cest la limite projective des algebres de groupe des quotients finis de GL2(Zyp). De maniére plus
conceptuelle, c’est 1'algébre des mesures & valeurs dans Or, sur GL2(Z;).
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Remarque 3.12. Dans [I6], on montre que toute représentation localement analytique
admissible et absolument irréductible d’un groupe de Lie p-adique admet un caractere
1nﬁn1teslma. et on conjecture que II*" admet un caractére infinitésimal pour toute
représentation de Banach admissible et absolument irréductible II. Le probléme est que
IT" n’est pas irréductible en général et les méthodes de [16] (qui utilisent pleinement les
résultats de [I] et [35]) ne semblent pas s’adapter. Voici ce que 1'on peut démontrer avec
les résultats de cet article : si p > 3 et si II est une GL2(Q,)-représentation de Banach
unitaire, admissible, absolument irréductible, alors II** admet un caractere infinitésimal.
En effet, si II est un sous-quotient d’une induite unitaire parabolique, le résultat est
facile et sinon, d’aprés un résultat de Paskunas [30], conjecturé par Colmez, il existe
une L-représentation V absolument irréductible, de dimension 2 de Gal(Q,/Q,) telle
que IT ~ II(V') et donc le résultat suit du théoreme BITl Si la réduction modulo p d’un
réseau invariant de II est de longueur finie, on peut démontrer le méme résultat sans
I’hypotheése p > 3 et sans utiliser le théoreme de Paskunas, mais la preuve reste bien
détournée [17].

4 Modele de Kirillov et dualité

Ce chapitre est préliminaire a la preuve du théoreme On commence par rappeler la
construction d’un modele de Kirillov pour les vecteurs de II qui sont algébriques sous
I’action de 'unipotent supérieur. On rappelle ensuite le lien entre le modele de Kirillov
et la dualité entre IT*" et (II*")*, qui jouera un rdle crucial dans le chapitre suivant.
Dans la suite on suppose que V' est absolument irréductible de dimension 2, d poids de
Hodge-Tate 0 et k € N* (en particulier, V' est de Hodge- Tate). Voir la définition 2.4]
pour les (¢,I')-modules D Dmg,D DT Ddlf attachés a V. Soit II la représentation de
Banach de GLy(Q,) attachée & V' par la correspondance de Langlands locale p-adique
(théoreme [3.9). Soit U le radical unipotent du Borel supérieur de GL2(Q,) et soit P le
sous-groupe mirabolique de GL2(Qy), formé des matrices du type (“ b) avec a € Q, et

b € Q. Pour les notations II et II*" voir la remarque [3.10

4.1 Le module Ng; ),

Le module Ngit,, introduit dans cette partie va jouer un rdle crucial dans la suite. Il
s’agit d’une version infinitésimale de I’équation différentielle attachée par Berger [2] a
une représentation de de Rham.

Proposition 4.1. Posons € = 1 si V n’est pas de Rham et 0 dans le cas contraire. Il
existe e1,eg € D:lrf [1/t] tels que

a) eq,tres fm’ment une base de Ddlf sur Ly[[t]] pour tout n > m(D).

b) oaler) = ey et ou(ea) = ea +eloga- ey pour tout a € 1+ p™PZ,.

Démonstration. C’est le contenu de la proposition VI.3.2 de [10]. O

1 . . 4 . .
8 On montre en fait que les endomorphismes d’une telle représentation sont tous scalaires.
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Définition 4.2. Les éléments eq, ey de D;Lif ,, ¢tant comme dans la proposition (4.1l soit
Nait,;n = Ln[[t]]ler @ Ly[[t]]ea €t~ delfn

Ezemple 4.3. SiV est de de Rham, on peut choisir pour e une base de Dar (V)/Diz (V),
que 'on compleéte en une base eq, ea de Dgr (V). On a alors Ngif, = Ly[[t]] @1 Dar(V)
pour tout n suffisament grand.

4.2 Une caractérisation différentielle des représentations de de Rham

Dans cette partie on donne un critere simple pour distinguer les représentations de de
Rham parmi les représentations de Hodge-Tate. Ce genre d’argument est inspiré de [4],
proposition 5.2.1. Notons Vo, = V(V — 1)...(V — 2k + 1).

Lemme 4.4. Soit n > m(D) et sotent ey et ea comme dans la proposition [{.1. Notons
Xn ={z € Df;,|Var(2) € t* Nasg n},

a) SiV est de de Rham, alors X, = D:{iﬁn.
b) SiV est de Hodge-Tate mais pas de de Rham, alors X, = Ly|[[t]]er + t** L, [[t]]e2

Démonstration. Notons que Vor(t/) = j(j — 1)...(j — 2k + 1)t/ € t?*L,[[t]] pour tout
j > 0. La partie a) suit alors de cette observation et du fait que pour tous A, B € L,][[t]]
on a (noter que Ve; = Veg = 0)

ng(A(t)el + B(t)eg) = ng(A(t))el + ng(B(t))eg.

Supposons donc que V n’est pas de de Rham, ce qui implique les égalités V(ez) = e et
V(e1) = 0. D’apres la régle de Leibnitz, on a pour tout B € L,|[[t]] et tout 7 >0

Vi (Bey) = VI (B)ey + jVI~(B)ey.

On en déduit que pour tout P € L[[T]] on a P(V)(Bes) = (P(V)B)es + (P'(V)B)ey,
donc

2k—1 v2k
ng(Beg) = (VQkB)GQ + Z v —jB er.
j=0

Comme Vor(L,[[t]) C t2*L,[[t]], on obtient que 2 = Ae; + Beg est dans X, si et

seulement si

3 Y B e 1],

=

Mais si B = 3,59 a;td, alors on a des égalités dans Ly, [[t]]/t%* L [[t]]

2k—1 2k—1 2k—1
> VV% Z Qs - Z V% t*)
j=0
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2%—1 2%—1
Vi

=Y as- v S(ts) => (=1)2F 1551 (26 — s — D)lay - t°

s=0 s=0

On a donc z € X, si et seulement si oy = 0 pour tout 0 < s < 2k —1, i.e. si et seulement
si B € t?*L,,[[t]]. Cela permet de conclure.
O

4.3 Les accouplements [, |p: et [, |ar

Soit V' comme dans I'introduction de ce chapitre et identifions A%(V) & L par le choix
d’une base de A%2(V). L’accouplement V x V — L donné par (z,y) — = A y induit, par
fonctorialité, un accouplement D x D — &, noté encore (z,y) — = Ay, qui 5atlsfa1.
(pour z,y € D et a € Zy)

0a(7) Noa(y) = adp(a) - oa(z ANy), @(x) Ap(y) =dp(p) - p(z Ay).

Notons resg ( I +T) le résidu en 0 de la forme différentielle lf dT'. On définit un
accouplement [, | : D x D — L par la formule

(229) = xeso ((o1(0) A )75 7 )

ainsi qu'un accouplement [ , Jp1 : (D K P) x (DX P!) — L par la formule

(w1, 22), (y1,92)]p1 = [T1,91] + [p(22), 03 (y2))-
Sa restriction a D x D est I'accouplement [, |. Cette discussion s’applique aussi & Dyig.

Proposition 4.5. 1) [, |p1 est un accouplement parfait de L-espaces vectoriels topolo-
giques, satisfaisant [9z, gylpr = dp(det g)[z, y]lpr pour tous x,y € A et g € GL2(Q)).
2) I1* (resp. (IT*")*) est son propre orthogonal dans DX P1 (resp. Dyig X P).

Démonstration. Toutes les références sont & [10] (on a [z,y] = {x®d5",y} avec les nota-
tions de loc.cit). 1) est la réunion des propositions 1.2.1, 1.2.2, I1.1.11 (et des remarques
faites avant la proposition V.2.10), et du théoréme I1.1.13. Ensuite, 2) est la réunion du
théoréme I1.2.11, de la proposition V.2.10 et de la remarque V.2.21. ]

On déduit du 1) de la proposition précedente que pour tout k > 1 et 2,y € Dyjz on a

()2, ylpr = (=1)"x, () ylpr.

L’accouplement V x V' — L induit aussi un accouplement Ddif X Ddif — L®q, BfR,
noté (z,y) — = Ay, satisfaisant O'a( ) AN oa(y) = adp(a) - o4(z Ay) pour x,y € Dagis
ct a € ZF. Soit Resz, : L ®q, BJ; — L((t)) la trace de Tate normalisée (voir 28] et,

19Cette torsion par x - 6p vient du fait que I'accouplement V' x V — L n’est pas Galois-équivariant,
mais il le devient si ’on tord par x - dp.
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si f =Y os_oont™ € L((t)), notons resp(fdt) = a_;. On définit un accouplement
[, Jait + Dait X Dair — L par

[z, y]ait = reso (Resz, (o_1(x) Ay)dt) .
Le résultat suivant se déduit?d de [10, lemme VI.4.16].

Lemme 4.6. L’orthogonal dans D$f7n[1/t] de Nyif 5, est tkNdiﬂn et Dé{iﬁn est son propre
orthogonal dans D [1/t].

La trace de Tate 1_17Tan+l/Ln envoie Dd—if7n+1/tkNdif7n+1 dans Dd—ﬁf’n/tkNdiﬁn. Six=
(Tn)n € {iLnD(inf n/tkNdifm (la limite est relativement aux traces de Tate) et si y €

X5 = lim Nt n / D;Lif,n, on définit [z, y]qir de la fagon suivante : on choisit n tel que

Y € Naitn/ D, ainsi que des relevements gy, € Nai,n de y et 2, € Dgy; . de zp, et on
pose [z, ylait = [Zn, Jn]ait-

Lemme 4.7. Cet accouplement est bien défini et non dégénéré.

Démonstration. Le fait que [z,ylqir ne dépend pas des choix de &, ou ¢, découle du
lemme Pour montrer qu’il ne dépend pas de n, il suffit de voir que si §n411 — Un €
D;Lif,nH et Tp41, &y s’envoient sur Tp41, Ty, alors [Tn41, Gntildit = [En, Unldit- O, Gny1 —
i, étant dans D:{ime,
a Tpy1 — L. Comme pilTanH/Ln (Tp41) = xp, il reste en fait & voir que si y € Nait,pn

il est orthogonal & 41, donc il reste a voir que ¢, est orthogonal

etz € D$f ni1, alors p_lTanH/Ln (z) — x est orthogonal & y. Cela est immédiat sur la
formule définissant I'accouplement. Le fait que I’accouplement est non dégénéré suit du
lemme

O

4.4 La restriction de II au mirabolique
Rappelons que H = Gal(Q,/Qp(ip=)) = Kery. Si b € Q,, soit n tel que p"b € Z, et
posons

A+ = (A+TP") = [ 2 <p Zb> "

k>0

On obtient ainsi un élément de (B*)H , qui ne dépend pas du choix de n. L’application
b — [(1 + T)% est un analogue p-adique de = — €*™ et la transformée de Fourier
1= Jq (14 T)*]p identifie L®q, (B*)H a l’espace des mesures sur Q,, nulles & Vinfini
(voir la proposition IV.3.1 de [9]). Comme ¢ est inversible sur Dt = (B* ®q, V)7 et
D= (]3 ®Q, V)H | on peut munir ces deux modules d’une action du mirabolique P gréce
a(sikeZ,acZybeQy)

(p’ga 11)) 2 =[(1+T)"J¢*(0a(2)).

20est une simple traduction.
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D’apres [9, lemme IV.1.2], tout élément z de D s’écrit de maniére unique sous la forme
z=3erl(1 4+ T)zi, ot I C Q, est un systéme de représentants de Q,/Z, et z; € D
tend vers 0 quand i — oo dans Q. Soit I, = I Np~"Z, et notons

an(z) =Y (§1)z € DRp"Z, C DRP'.
€1y

D’apres le lemme 11.1.16 de [I0], la suite (z,(2))n>0 d’éléments de D X P! converge
vers un élément que l’on note encore z € D X P! et Iapplication D — D X P! ainsi
obtenue est une injection P-équivariante. Le corollaire I1.2.8 de [I0] montre que cette
inclusion induit une inclusion D+ C IT* (en fait, le lemme cité montre que I'on a méme
IT* = Dt 4+ w- D1). Le résultat suivant ([10], cor. I1.2.9) sera trés utile pour la suite.

Proposition 4.8. L’inclusion de D dans DRP induit un isomorphisme de P-modules
de Banach D/D* ~1II.

4.5 Le modeéele de Kirillov de Colmez

Définition 4.9. a) v € IT est dit U-algébrique s’il existe n tel que ((é pln) — 1)11‘C v =0,
ce qui équivaut a ce que x — ((1] #) v soit localement polynomiale de degré plus petit que
k. On note ITV =28 Pespace des vecteurs U-algébriques.

b) v € IT est dit P-algébrique si v est U-algébrique et s’il existe n tel que A, (v) =0,
ou

k—1
A= T1((79) = A +9")) € 0L[GLa(2,)]
=0
Cela équivaut & ce que les applications z — ({ %) v et z — (£ ) v soient localement po-

lynomiales de degré plus petit que k. On note II” 212 'espace des vecteurs P-algébriques.

Soit v € IT et s0it?] 2 € D un relévement de v. Comme (3?) agit sur D par multipli-

cation par (14 T)® pour b € Z,, on a v € TTV=218 &i et seulement si 7 € W - D* pour
un certain n. Puisque ¢"(T") divise ¢ dans B:{R et Bt C B:{R, on obtient Z € t_k]jj{if.
Comme (§9)Zz (mod DT) reste U-algébrique pour tout = € Qj, cela nous fournit

une application
—k = ™~ ~ ™~
Pv:Qy—t Di/Dir  do(z) = (§9)Z (mod D).
Le résultat suivant en résume les propriétés essentielles.

Proposition 4.10. Soit v € TIV—218,

1) ¢y, est bien définie (i.e. ne dépend pas du choiz de Z), a support compact dans Qp
et v — ¢, est injective.

2) On a 04(¢y(x)) = ¢y(azx) pour a € Z et x € Q5. De plus, sig=(8Y), ona

bz
d

bgu(x) = Sp(d)[(1 +T) T, (7) |

21Rappelons que d’aprés la proposition @8l la représentation IT restreinte & P est isomorphe & f)/[)*.
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3) P28 st stable par le Borel supérieur et
P — {y e U5 Im(¢,) C Xz},
ot X5, est la réunion croissante des sous-espaces Naif n/D gy ndet” delf/Ddlf

Démonstration. Voir les lemmes VI.5.4 et VI.5.5 de [10].
O

Définition 4.11. Soit Hf —alg Pegpace des vecteurs v € IIP 218 tels que ¢, soit & support
compact dans Qy, (i.e. ¢, est nulle sur p"Z, — {0} pour tout n assez grand).

4.6 Dualité et modele de Kirillov

Le corollaire I1.7.2 et le lemme V.2.15 de [10] montrent que Reszp((f[an)*) c DI%rmo)],

On peut donc définir pour n > m(D), | € Z et z € (II*")* la quantité

. — n—I
in(z) =" (Reszp ((po (1)) z)) € Dt -
Pour tout z € DI%»+1] et n > m(D), on a

e "(Y(2)) = PileLnH/LnﬂP*(nH)(Z)-

De plus, pour tout z € Dz X P! on a

Resz, ((pgl (1)) x) = 1)(Resz, ().

On en déduit que $Trr,,,/r, (itnt1(2)) = izn(2) pour n > m(D), | € Z et 2 € (II*)".
On dispose donc d’un elemen‘.

it (2) = (i1n(2)  (mod tkNdif,n))nzm(D) € @D(Jﬁf,n/tkNdif,n-

Cette observation et le 3) de la proposition L.I0ldonnent un sens & ’énoncé suivant (pour
la définition des accouplements |, |p1 et [, |qir voir EL3).

Proposition 4.12. II7~218 ¢st contenu dans TI*™ et pour tout z € (ﬁan)* et v € TIP—2le
on a

[z,v]p1 = Z5D z), bu(p~ )]dif—

l€Z

Démonstration. C’est le contenu de la proposition VI.5.12 de [10], dont 'ingrédient de
base est la section VI.1 de [10] (elle est donc indépendante du reste du chapitre VI). O

221,65 applications de transition dans lim D;rif n / tr Naif,n sont les traces de Tate normalisées.
— ,
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5 Vecteurs localement algébriques et représentations de de
Rham

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme L’ingrédient principal est I’étude
de I 212 étude qui se fait d’une part grice & la théorie de Hodge p-adique (proposition
[(.4)), de Pautre en reliant le modele de Kirillov et la dualité entre II*" et (I1*")* (propo-
sition L.12]). Une fois ces résultats établis, le théoréeme est une conséquence plus ou
moins formelle du théoreme [Tl Dans ce chapitre V' est une L-représentation absolument
irréductible, de dimension 2 de Gal(Q,/Q,), D et Dyig sont les (¢, I')-modules attachés
a V et II est la GLy(Q,)-représentation de Banach attachée a V' (théoreme [3.9]).

5.1 Sorites sur les vecteurs localement algébriques

Soit G un Qp-groupe algébrique réductif, que I'on identifie a ses Q,-points et soit 7
une L-représentation localement analytique de G (au sens de [34]). Soit g = Lie(G) et

Rep%lg (G) la catégorie des L-représentations du groupe algébrique G.

Définition 5.1. a) Si W € Repang(G), soit my _1alg 'espace des vecteurs v € 7 qui sont
dans I'image d’un morphisme H-équivariant f : W™ — 7, pour un sous-groupe ouvert
H de G et un entier n > 1. C’est un sous-espace de 7 stable par G.

b‘) On dit que v € 7 est localement algébrique et on écrit v € 78 gl existe W €
g

Rep? ®(G) telle que v € Ty _jalg. On dit que 7 est localement algébrique si mele = .

Cette définition, tirée de [20] est équivalente aux celles utilisées par Schneider-
Teitelbaum [33] ou Colmez [10], grace a la proposition 4.2.8 de [20]. Soit Hom (W, )¢
I’espace des morphismes g-équivariants de W dans 7.

Proposition 5.2. a) Soit W € Rep%lg(G). Le morphisme naturel
Hom (W, 7)? @1 W — T _1alg

est un isomorphisme topologique et my _ja1g €st un sous-espace fermé de .

b) Soit G un systéme de représentants des objets irréductibles de Repang(G). L’appli-
cation naturelle
@Weéﬂw—lalg — qols

est un isomorphisme.

Démonstration. Voir la section 4.2 de [20]. O

Le résultat suivant est dit & Colmez [10, prop. VI.5.1]. Nous en donnons une dé-
monstration plus directe, basée sur le théoréme BIIl On note Sym”*~!(L?) la puissance
symétrique (k — 1)-ieme de la représentation standard de GL2(Qy) sur L & L.

Proposition 5.3. a) Si I1%8 £ 0, alors V est Hodge-Tate d poids distincts.
b) Si les poids de Hodge-Tate de V sont 0 et k € N* et si II(V)2!8 £ 0, alors

Halg — Symkfl(L2) R ch

pour une représentation lisse admissible TI'°.
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Démonstration. Si k > 1 et | sont des entiers, soit W, = Sym*1L? @ det’. Supposons
que W @ II'® est une sous-représentation de II, pour une représentation lisse IT'°. Soient
a et b les poids de Hodge-Tate de V. En considérant les caractéres centraux, on obtient
a+b=k+ 2l. L’examen des caractéres infinitésimaux (en utilisant le théoreme B.1T])
fournit k? = (a — b)2. Comme k est un entier strictement positif, cela montre que a et
b sont des entiers distincts et que k et [ sont uniquement détérminés par a et b. Ceci
et la proposition permettent de conclure (I'admissibilité de IT' suit de celle de TI,
car 11" = Hom(Sym*~1(L?),11*")® est un sous-espace fermé de Hom(Sym*~1(L?),11*"),
qui est une représentation localement analytique admissible puisque Symk_l(Lz) est de
dimension finie; on conclut alors par la proposition 6.4 et le théoréme 6.6 de [35]). O

5.2 L’espace 17?8 et vecteurs presque algébriques

La proposition suivante est due a Colmez [10, lemme VI.5.10]. On en donne une autre
démonstration. L’espace IT7 7218 a été défini dans BTl

Proposition 5.4. L’application v — (¢,(p*))icz induit une bijection de TIF~218 syr
Dicz X, (voir la proposition AI0, 3) pour X).

Démonstration. L’image est bien contenue dans ®;ez X, car Im(¢,) C X5, (propd.I0)
et ¢,(p") = 0 pour |i| >> 0 (par définition). Si ¢,(p’) = 0 pour tout 4, on a aussi
¢y(z) = 0 pour tout = d’apres le 2) de la prop. I et l'injectivité de v — ¢, montre
que v = 0. La partie délicate est la surjectivité. Pour cela, notons d’abord qu’il suffit de
montrer que pour tout € X2, on peut trouver v € Hf_alg tel que ¢, (p') = l;—ox. En
effet, si ceci est vrai et si (z;); est une suite presque nulle dans X__, il existe pour chaque
I € Z un v} € TIF~218 tel que Do (p") = li—om;. L’injectivité de v — ¢, et le fait que (2;);
est une suite presque nulle montrent que (v;); est une suite presque nulle. On peut donc

définir
-1
v=> (po (1]) v
leZ

et on vérifie facilement que ¢, (p’) = z;.

Soit donc x € X et soient n > 1, £ € Ngir,, dont I'image dans X est x. Soit
w = %(T) € A*. On va chercher v de la forme v = Z (mod D) € Il = D/D™" avec
7 =wFjet j € DF. Comme 0(p*(w)) # 0 pour i # 0, pour un tel Z on a forcément
©'(%) € D pour tout i # 0. Ceci combiné au fait que ¢,(az) = 04(¢y(2)) pour a € Zj,
montre que supp(¢,) C Z,,. La condition ¢y(1) = z équivaut a j—wki e wk[):{if. Comme
kaj{R = th:{R et tkNdiﬁn - Dé{iﬁn - D:{if, Iélément u = w*3 est dans D(J{if. On peut
donc conclure quant a I'existence de ¢ grace au lemme suivant :

Lemme 5.5. Pour tous N > 1 et u € Dé{if, il existe §j € D tel que § —u € wND(J{if.

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur N. D’apres [10, lemme
V.1.7], lapplication 6 : DT — (C, ®q, V) est surjective. Donc pour tout u € Dy il
existe § € DT tel que () = 0(u), i.e. § —u € w - D;’if. Cela démontre le cas N = 1.
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Supposons le résultat vrai pour N et soit u € ﬁ:{if. Il existe § € Dt et uy € [):iLif tel que

j—u = wN-uy. Soit 4, € DT tel que §y —uy € w-D(‘fif. Alors (§—w™ -91)—u € w

Pour finir la preuve, il reste & vérifier que v € IIZ =28, Par construction, T%% € Dt,
donc v est tué par ((§1)— 1)k, donc v € IY=218, De plus, comme

k—1
[I(o1p — (L +p"))Naitn C D,
j=0

(cela est immédiat, voir par exemple [10), lemme VI1.4.1]) et comme Im(¢,) C Ndifm/D:iLif,n,

on a ¢y, = 0 (cf. définition [£9 pour \,,) et donc A,v =0 et v € [1P—2lg Par construc-
tion, Im(¢,) est compact dans Qy;, d’ott le résultat.
|

5.3 Vecteurs presque algébriques et représentations de de Rham

On démontre dans cette partie le théoréme Cela utilise essentiellement tous les
résultats des chapitres précédents. On suppose que V est a poids de Hodge-Tate 0 et
k € N* (d’apres la proposition [1.3] & un twist preés ces hypotheses sont nécessaires si
on espere trouver des vecteurs algébriques). Soit IIZ 18 1'espace défini dans BTl On
commence par démontrer la caractérisation suivante des représentations de de Rham.

Théoréme 5.6. V est de de Rham si et seulement si (u™)* tue TIT 218,

Démonstration. Par dualité, (u™)¥ tue TIF7218 i et seulement si (u~)*(IT2")* est or-
thogonal & TIP~2!8 pour I’accouplement [, Jp1 (voir E3J). La proposition combi-
née a la proposition [5.4] et au lemme A7 montre que ceci se passe si et seulement si
i ((u™)*2) = 0 dans @D$f,n/tkNdif,n, pour tout I € Z et pour tout z € (IT**)*, ou en-

core iy ((u™)*z) € t* Ngi¢ , pour tout n > m(D), [ € Z et z € (II*™)*. Par définition des
i1n, cela arrive si et seulement si ™" ((u_)kReszp(z)) € tkNdif,n pour tout n > m(D)
et tout z € (ﬁan)*. Nous aurons besoin du résultat suivant :

Lemme 5.7. Pour tout z € Dyig et tout j > 1 on a

V(V=1)lV =+ D)k = V)(k+1—V)(k+j—1—V)(2)
i '

(u™)(2) =
Démonstration. Ceci découle par une récurrence immédiate du théoreme[LT] en utilisant

la formule | |

qui se vérifie par un calcul direct. ]
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La conclusion du lemme 5.7 (avec j = k) et du premier paragraphe est que (u™)F

tue IT7 I8 si et seulement si ™" (Resz, (2)) € X, (voir le lemme 4 pour la définition
de X,,) pour tout z € (II*")* et tout n > m(D). La partie a) du lemme @4l permet de
conclure directement dans le cas de Rham.
Supposons donc que V n’est pas de de Rham et que (u*)k tue Hf*alg. Soit z; € D¥=1.
La proposition V.2.1 de [I0] (plutot sa preuve) montre qu’il existe z € (IT*")* tel que
Reszp(z) = z1. On a donc ¢~ "(z1) € X,. Mais D a une base z1,zy sur & formée
d’éléments de D¥=! (voir [7, corollaire 1.7.6]), et 21, 2o forment aussi une base de DT sur
&1 (car &7 est un corps), donc de D,jg sur Z. On en déduit que pour tout?d n > m(D),
z1 et z9 forment une base de DIO] gur £107] Comme © "(z1) et o "(29) € X, et
comme X, est un Ly/[[t]]-module, on obtient ¢~ "(DI%"l) C X,, et donc DL, C X,.
Mais cela contredit le point b) du lemme 4l Cela permet de conclure. 7
U

La preuve du théoreme suivant (c’est le théoreme de I'introduction) est mainte-
nant une formalité.

Théoréme 5.8. V est de de Rham a poids de Hodge-Tate distincts si et seulement si 11
a des vecteurs localement algébriques non nuls.

Démonstration. Quitte a faire une torsion par un caractere localement algébrique, on
peut supposer qu'un des poids de Hodge-Tate de V est 0. La proposition 53] permet de
supposer que 'autre poids de Hodge-Tate est k, un entier strictement positif.

Supposons que V n’est pas de de Rham, mais que IT?!8 £ 0. D’apré [10], cor.
VI.5.9, on a Hf_alg C T1?!8 et d’aprés la proposition [5.3), on sait que 11218 = Sym*~! @ I1'°
pour une représentation lisse II'°. En particulier, (u*)k tue HCP —alg contradiction avec
le théoréme

Supposons que V' est de de Rham. Fixons n > m(D) et soit ej, ey comme dans la
proposition 1] (c’est une base de Dgr(V')). D’apres la proposition (4] il existe v €
7218 tel que

bu(p)) = Li—gt* tey  (mod D;ﬁf,n).

¢y est alors & support dans Z; (prop EI0) et, si on pose u = (31), on a (en utilisant
l'égalité [(1+T)%] = (1 +T)* = € pour x € Z,)

Su-1yo(@) = ([(1 +T)7] = 1)¢u(2) = loez; (€ — 1)¢u(z) =0 (mod Dy ),

donc uv = v, i.e. v est invariant par ((1) le) Sial = (1J5pn (1]), alors afv = (1 +p™)kFly,

car pour tout = € Qp, on a
Bt (tayyimta®) = 60 (L4 ")) — (14 ") 1, (@) =

Loezy0u(011pm — (L+p") )" e2) =0 (mod Dy ,,).

2 (Cela peut demander d’augmenter m (D).
24Cest une conséquence de lirréductibilité sous l'action du sous-groupe de Borel de l'espace des
fonctions localement constantes & support compact dans Qj,, voir le lemme 2.9.1 de [25].
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Enfin, notons que v # 0, car ¢, (1) = t*"tey # 0 (mod D;ﬁf,n).

D’apres la proposition 412, on a v € II*" et le paragraphe précédent montre que

ut(v) = 0 et h(v) = (k — 1)v. On va montrer que v est localement algébrique. D’apreés
la proposition (.21 il suffit de montrer la gl,-équivariance du morphisme L-linéaire f :
Sym*~1(L?) — I1#", défini par

pour 0 <j<k-1

(u” )

f(e’f_j_leg) = (k—1)(k —2)...(k — j)

j—1_j

. k— P,
Sizj=e; ey, un calcul immédiat montre que

h(zj) = (k—2j — Daj, u' () =jzj—1, u (z;)=(k—1-j)zj,

(u")Iv

avec, par convention, r_1 = xj = 0. Soit y; = D=2 =) On veut montrer que les
y; satisfont les mémes relations. Mais les relations

[UJF,’U,*] = h’ [h,qu] = 2u+7 [h7u7] = —2u"

et une récurrence immédiate montrent que, dans U (gl,),

(W Yh=(h+2j) (), u"(u ) = Yut+j Y h—j+1).

La premiere et le fait que hv = (k—1)v entrainent h(y;) = (k—1—25)y;. La seconde et la
relation utv = 0 donnent u™(y;) = jy,;_1. Enfin, il est clair que u™ (y;) = (k—1—j)yjt+1
si j <k —1 et tout le point est de le vérifier pour j = k — 1, i.e. que (u*)kv = 0. Mais
cela découle du théoreéme [5.6] et finit la preuve du théoréme.

O
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