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Résumé. — Nous utilisons un procédé de complétion H-adique et la correspon-
dance de Langlands locale p-adique pour GLQ(QP) pour donner une construction
des anneaux de Kisin et des représentations galoisiennes universelles associées (en
dimension 2 et pour Q) a partir de la correspondance de Langlands locale classique.
Cela fournit, en particulier, une preuve uniforme de la conjecture de Breuil-Mézard
(version géométrique) dans le cas supercuspidal.

Abstract. — We use a #-adic completion and the p-adic local Langlands correspon-
dence for GL2(Qjp) to give a construction of Kisin’s rings and the attached universal
Galois representations (in dimension 2 and for Q) directly from the classical Lan-
glands correspondence. This gives, in particular, a uniform proof of the geometric
Breuil-Mézard conjecture in the supercuspidal case.
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Introduction

Nous donnons, pour 9q, (groupe de Galois absolu de Q) et en dimension 2, une
construction directe des anneaux de Kisin et des représentations universelles attachées.

Les trois auteurs sont membres du projet ANR-19-CE40-0015-02 COLOSS..
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Plus précisément, soit L une extension finie de Q, d’anneau des entiers &y, et de
corps résiduel kr,, et soient M un (¢, N, ng)—module de rang 2 irréductible, a < b
des entiers et p : 9q, — GL2(kz) une représentation continue, semi-simple. Notre
construction part de la représentation LL(M) de G := GL2(Q,) associée & M par
la recette de Fontaine et la correspondance de Langlands locale classique (c’est une
représentation supercuspidale puisque M est supposé irréductible). On suppose que
la représentation localement algébrique

LLIY (M) = LL(M) @ Sym® =271 @ det®

a un caractére central unitaire. Elle admet alors des € -réseaux stables par G ; on
fixe un tel réseau A. La représentation p détermine un bloc Z de la catégorie des
O -représentations de G lisses de longueur finie et de caractére central égal & celui de
LL[a’b](M). On définit V) le complété AB-adique Az de A comme la limite projective
des quotients de longueur finie de A dont toutes les composantes de Jordan-Holder
appartiennent 4 4, et on pose LLg’b] (M) = L ®gp, Ag (le résultat est indépendant
du choix de A). Soient alors ?) :
R = Enda(LLy" (M),  X§i4 = Spec Ry;S,  ph” = V(LLE" (M)

Notre résultat principal est que pg\?b] est la famille universelle des représentations de
“q, dont la réduction () est 7, de type (M, a,b) (i.e. de dimension 2, potentiellement

semi-stables & poids de Hodge-Tate a et b, et dont le Dy est isomorphe a M).

Théoréme 0.1. — (i) RE\a/g est un anneau commutatif s’identifiant & l'anneau des

fonctions analytiques bornées sur un ouwvert analytique de P ; algébriquement, c’est
le produit d’un nombre fini d’anneaux principauz.

% et Uapplication de spécialisation x — p,
induit, pour toute extension finie L' de L, une bijection entre X][\Z:%] (L") et ’ensemble
des L'-représentations de 9q, de réduction p et de type (M, a,b).

(ii) pgej’b] est libre de rang 2 sur RE&’

Ce théoréme est prouvé aux §§5.2 et 5.3 (les notations y sont un peu différentes

car on met ’accent sur le bloc & plutét que la représentation p, et donc RE(}’% devient
Rg\al’l;]a et pg\(ff’b] devient pg\‘jl’l;]a). La preuve repose sur deux ingrédients :

e Le « théoréme R = T » local de Paskunas [25, 28| qui montre que V(LLg’b] (M))
est « de type GLy » et munit ce module d’une action de I'anneau des déformations
universelles du pseudo-caractére Tr o p.

1. Cette construction apparait déja dans [24, (1.6.4)].
2. Rappelons que l'on dispose d’un foncteur IT — V(II) associant une L-représentation de %Qp

a4 une L-représentation unitaire II de G, et que la correspondance de Langlands locale p-adique
V — II(V) associe a une L-représentation de 9q,, de dimension 2, une L-représentation de G
vérifiant V(II(V)) = V.

3. Le. la semi-simplifiée de la réduction d’un réseau stable par 9q,.
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e Une extension des résultats de [16] selon lesquels, si V' est irréductible de di-
mension 2, de Rham & poids de Hodge-Tate distincts, et si F est une extension de
V par V, alors II(V) est la complétée de ses vecteurs localement algébriques si et

seulement si I/ est de Rham. Ces résultats permettent de montrer que RE&’% est un

produit d’anneau principaux et que pg\ajb] est libre de rang 2 sur RE\‘Z’% (cf. th.5.4 et
cor. 5.5).

Remarque 0.2. — (i) Pour p générique, lexistence de p[;fb] peut se déduire des
résultats de Kisin [23] (cf. aussi [24, cor. 1.4.7]) & part pour le fait que Kisin ne fixe
pas M mais seulement sa restriction au sous-groupe d’inertie et son déterminant ce
qui donne a priori deux M possibles : M et M ® p_; ol p—_; est le caractére non
ramifié d’ordre 2. (Les résultats de Kisin sont valables pour des représentations de %,
avec [K : Qp] < 00, en dimension arbitraire, mais comme notre construction utilise la
correspondance de Langlands locale p-adique, nous sommes forcés de nous restreindre
aux représentations de dimension 2 de ¥Yq, ; la géométrie de I'analogue de 'espace
X][\‘}l;]g ci-dessus a été étudiée par Wang-Erickson [31].)

(ii) Pour prouver que RE‘J{’%
prouver que cet anneau est lisse et qu’il s’identifie & ’anneau des fonctions analytiques
bornées sur un ouvert de P!, ce qui permet d’utiliser la classification standard des
ouverts de P! (voir les travaux de Rozensztajn [29] pour des résultats du méme type).

(iii) Les deux ingrédients ci-dessus ont aussi été utilisés par Pagkunas [27] pour

est un produit d’anneaux principaux, on commence par

prouver la conjecture de Breuil-Mézard (avec quelques restrictions sur p dont certaines
ont été levées par Hu et Tan [22]), ce qui nécessite des informations sur RE&’% un peu
différentes de celles mentionnées ci-dessus (et il ne faut pas rendre p inversible), cf. [27,
th. 6.6, th. 6.24].

(iv) On déduit de la construction de LLg’b] (M) et des résultats des §§2.2 et 2.3
une suite de décomposition de la réduction de p%’b] qui fournit (prop. 5.9 et 5.11) une
forme de la conjecture de Breuil-Mézard [6, 20|.

(v) L’énoncé du th. 0.1 et sa preuve sont purement locaux, mais il y a quand-méme
un ingrédient global caché, a savoir la compatibilité local-global d’Emerton [19] qui
permet de s’assurer que M et LL(M) se correspondent bien par la correspondance de
Langlands locale classique.

(vi) La motivation premiére pour les résultats de cet article était la définition des
objets apparaissant dans la factorisation de la cohomologie étale p-adique de la tour

de Drinfeld [12, th.0.1].

Notations

On note :
e G le groupe GL2(Q,),
e B le borel des matrice triangulaires supérieures,
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e 7 le centre de G,
o K := GL3(Z,) le sous-groupe compact maximal.

On note :
e uy le caractére non ramifié de Qp prenant la valeur A en p (dans un anneau
otl A est inversible), i.e. py(z) = AU (),
e ¢ le caractére z — z|z| de Q.
e x le caractére y odet de G, si x est un caractére de Q.

Remerciements. — Cet article fait écho & des travaux de Kisin, Paskunas, Emerton
et Gee; nous les remercions de toutes les belles idées qu’ils ont introduites dans le
sujet. Nous remercions aussi le rapporteur pour sa lecture attentive et ses remarques.

1. La correspondance de Langlands locale p-adique

1.1. Représentations irréductibles

Si0<r<p-1letsiy: Q) — kI est un caractére continu, soit W, , le KZ-
module (Sym"k%) ® x (ou (gg
compacte de KZ a (. Soit Tgy, I'opérateur de Barthel-Livné. Il résulte des travaux
de Barthel-Livné [1, 2| et Breuil [5] que Endy, (g1, = kr[T], ou T' agit par Tgr, et

que, si P € ki[T] est irréductible, alors
o i= Ly /P

) agit trivialement sur k%), et soit /., son induite

est irréductible sauf si r = 0 ou p — 1 et P = T + 1 (bien str, si deg P > 2, alors
I, , p n'est pas absolument irréductible).

Remarque 1.1. — Soit B(xe" M ur, xpur—1) la k[T, T~1]-représentation

B(xe™ g, xpr-1) := IndG (xpr—1 @ xe" pr)

On déduit des résultats de Barthel-Livné que, si P € k[T est irréductible et n’admet
pas 0 pour racine, alors

B,y p = (ki[T, Tﬁl]/P) Qo [T, 7] B(xe" ™ pur, xpr-1)

a méme semi-simplifiée que II,. , p et lui est isomorphe saufsir =p—1let P =T — A,
avec A = £1, o1 II,., p est une extension de xpy par St ® xu, tandis que B, p est
une extension de St ® xpx par xfx-

Si k est une extension de kjy, notons IrrpG I'ensemble des k-représentations de
G, lisses, admissibles et absolument irréductibles. Berger [3] a prouvé qu’un élément
de Irrpr admet un caractére central, et les résultats de [1, 2, 5| fournissent la
description suivante de Irry G

Proposition 1.2. — Les objets de Irry, G sont :
e les x, pour x : Qp — kI caractere lisse,
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e les St ® x, pour x : Qp — kI caractére lisse,
e les B(x1,x2) := Indg X2 @ x1€7 Y, pour x1, X2 : Qp — k7 caractéres lisses, avec

X1 7& EX2;
o les 1L,y 1, pour 0 <r <p—1etx:Qy — k™ caractére lisse.

1.2. Le foncteur II — V(II)

Soit Tors G la catégorie des €'[G]-modules lisses, de longueur finie (un tel module
est tué par p", si N est supérieur ou égal & la longueur). Si § : Q; — 07 est un
caractére continu, on note Tors® G la sous-catégorie des objets de caractére central §.

Sill € Tors’G, on peut [9, th.1V.2.13,IV.2.14] associer a I, de maniére fonctorielle,
une représentation V(II) de 9q, « de type GLg » (cf. th.1.7 pour le sens a donner
A cet énoncé : si on est en dimension 2, Popérateur g + d(g)g~! qui y apparait est
juste la trace de g).

Si Il = lim IT;, ou les II; sont de longueur finie, on pose v = ]'glV(Hi), et si
MI=L®g, I, on pose VII) = L ®¢, V(IIT), ce qui permet de définir V(IT) pour
des banachs dont la réduction est de longueur finie (ou méme juste limite projective
d’objets de longueur finie).

Proposition 1.3. — (]9, th.0.10] ou [24, th.1.2.4])
(i) V(II) = 0 si IT est de dimension 1.
(ii) V(I y,p) =" pax, si P(A) =0 et A # 0.
(i) V(L 1) = Indfjg; W@ .

1.3. Blocs

La théorie de Gabriel [21] fournit des décompositions
— e )
Tors G = H@ Torsz G, Tors® G = H% Torss; G

ott % parcourt Pensemble des blocs® de TorsG (resp. Tors® G), et Torsz G
(resp. Tors%; G) est la sous-catégorie de Tors G (resp. Tors® G) des objets dont toutes
les composantes de Jordan-Holder appartiennent a 2. (Les blocs de Tors® G sont
ceux de Tors G de caractére central ¢.) Les composantes de Jordan-Hélder de 11, p
appartiennent toutes 4 un méme bloc.

On dit qu’un bloc de Tors G ou Tors® G est absolu il est constitué de représen-
tations absolument irréductibles (si % n’est pas absolu, alors Z peut étre considéré
comme absolu sur une extension non ramifiée L(#) de L, cf. rem. 1.9).

4. On met, sur les classes d’isomorphisme de représentations irréductibles, une relation d’équi-
valence définie par m ~ 7’ si et seulement si il existe une suite 7 = 7o, 71,...,m = 7 telle que
Tit1 = m; ou Ext!(ms, mi1) # 0 ou Ext!(m;41,m;) # 0 (ces conditions ne sont pas exclusives). Une
classe d’équivalence est un bloc.
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Proposition 1.4. — (Paskunas) Les blocs absolus de Tors G sont d’une des formes
susvantes :

o {Il, , 7}

e {B(x1,x2); B(x2,x1)}, ot x1x; ' # €%, 1.

e {B(x,X)}, sip#2 (devient {x,St ® x}, si p=2).

o {\,St®x,B(x,xe)}, si p# 3 (devient {x,St ® x, x&, St ® xe}, si p = 3).

Si 7 est irréductible, on note P, (resp. P?) le dual de Pontryagin d’une enveloppe
injective de 7 dans la catégorie des &, [G]-modules lisses qui sont la réunion de leurs
sous Op[G]-modules de longueur finie (resp. de caractére central §). Le caractére
central de P? est donc 6!, et Py est un 0 [G]-module compact, limite projective de
O'1,|G)-modules compacts et de longueur finie.

Si # est un bloc de Tors G ou de Tors® G, on pose

Pp = ®rcabPx Ep = Endg(P@) Zp = centre de E»

P = GreaP? E% := Endg(PY) Z5, = centre de ES,
Alors on dispose d'un morphisme naturel Zg — Z‘s@.

Remarque 1.5. — L’anneau Zgg s’identifie, par les résultats de Gabriel [21], au
centre de la catégorie Tors’, G ; il agit donc naturellement sur tout m € Tors), G
ainsi que, par fonctorialité, sur V(). L’action sur 7 peut s’expliciter en utilisant la
description

™= (P@ REgz HOm(ng,?TV))V

ot v désigne le dual de Pontryagin.

1.4. Blocs et représentations galoisiennes modulo p

On associe & un bloc absolu # de Tors G la kr-représentation pgz de Yq, semi-
simple, de dimension 2, dont les composantes irréductibles sont les V (), pour = € 2.
On obtient de la sorte une bijection entre les blocs absolus de TorsG et les kp-
représentations pg de ¥q, semi-simples, de dimension 2.

Remarque 1.6. — pg vérifie les propriétés suivantes :
e p est irréductible, de dimension 2, si Z = {II,, r}.
® pz = X1 D X2, si B={B(x1,x2), B(x2,x1)} et x1 # Xa
*pp=x®x si Z={B(xx)}
e pz=xX®Xe, st B={x,St®x,B(x,xe)}
Si % est un bloc de Tors‘é, alors (det pg)e ! = 6.

Soit Z un bloc absolu de Tors’? G. Notons Rpg;"s I'anneau des déformations univer-
selles du pseudo-caractére Tr o pg, de dimension 2 et de déterminant de, et

ng : ng — Rg;’é
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le pseudo-caractére universel. On a alors le « théoréme R = T » local suivant
(cf. rem. 1.5 pour l'action de Z%).

Théoréme 1.7. — (Paskunas [25], Paskunas-Tung [28]) Il existe un unique mor-
phisme d’anneauz
1t R — 75,
tel que, pour tout w € Tors‘;gG et tout g € Galg,, on ait :
25(TS(9)) = g+ de(g)g™"  dans End(V(n)).

De plus :

e Sip>5, ng est un isomorphisme.

e Dans le cas général Lfs@ est un morphisme fini (i.e. Zgg est un RD;-module de type
fini), L ®¢, ng est un isomorphisme, Zg = ng’;’(s/ﬁL-torsion sip =3 et le conoyau
de Rpg;"s/ﬁL -torsion — Zf@ est tué par 2 sip = 2.

e Le Zgg—module Eg est de type fini.

Remarque 1.8. — Les anneaux de déformations universelles de pseudo-caractéres
de 9q, sont noethériens (et mémes quotients de Or[[x1,...,z,]]); on en déduit que
Z%[1/p] est noethérien. En fait ZJ, est noethérien [28, th 1.1].

Remarque 1.9. — Tout ce qui précéde suppose que A est absolu mais on peut
considérer tout bloc comme absolu, quitte & remplacer L par une certaine extension
non ramifiée L(%). En effet :

(i) Si 7 est irréductible comme ky,[G]-module, alors I'anneau k(7) := Endyg7 est
une extension finie de k, et 7 est absolument irréductible vue comme k(7)[G]-module.

(ii) Si A est un bloc de Tors G, alors k() ne dépend pas de m € £ ; notons le
k(A), et notons L(%) I'extension non ramifiée de L de corps résiduel k(%).

(iii) Tout élément de TorsgG est muni d'une action de Op(g) relevant celle de
k(2), ce qui permet de considérer % comme un bloc absolu de Torse, ( 2 G- De plus,
I'oubli de 'action de &7, (g) induit une équivalence entre Torsg, ,, %G et TorszG.

(iv) Si II € TorszG, alors O (gz) ®e, 11 se decompose sous la forme ©,117, ot o
décrit Homp (L(%), L(#)). Cela découpe O,z @6, % en blocs absolus %7 qui sont
distincts mais conjugués sous l'action de Gal(k(#)/kL).

2. Complétions profinie et #-adique
2.1. Complétion profinie

Si X est un 0 [G]-module topologique, on note X son complété profini, i.e. la limite
projective des X/W, ou W parcourt I’ensemble des sous-&7[G]-modules ouverts (et
donc aussi fermés) de X tels que X/W € Tors G. Alors X admet une décomposition

X = HE@ X
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ou A décrit 'ensemble des blocs des représentations de G sur kg, ; X4 est le complété
HB-adique de X . Si X a pour caractére central d, les blocs apparaissant dans le produit
sont ceux de Tors’ G.

Remarque 2.1. — On n’est pas forcé de prendre un bloc pour définir un complété
PB-adique : on peut prendre pour # un sous-ensemble d’un bloc et ne considérer que
les quotients dont les composantes de Jordan-Holder appartiennent a .

Proposition 2.2. — Si X est une représentation lisse de G, de type fini, a caractére
central §, on dispose d’un isomorphisme naturel de G-modules ind-profinis

X3 ~ Py ©ps Homg(Pg, XV).

Démonstration. — Soit (0;);c; 'ensemble (dénombrable) des quotients de X qui ap-
partiennent a Tors’;. On a donc X ~ lim. _, o et pour tout i la fleche naturelle

P ® B, Homg(PY,0)) — o) est un isomorphisme, d’ott un isomorphisme

X3 =~ Py ©ps, (lim Homeg(Py, o).
il
I suffit donc de montrer que l'injection lim, _, Homg(PYy, oY) — Homg(Py, XV)
(induite par les injections o — XV) est une surjection. Soit donc f : Py, — XV un
morphisme continu G-équivariant. Son image est fermée car ng est compact, et elle
est G-stable dans XV, donc son dual de Pontryagin correspond & un quotient o de X.
Il suffit de montrer que o est de longueur finie. Mais oV est un quotient de ng, donc
o est un sous-objet de (P3)V, et ce dernier est une limite inductive de représentations
de longueur finie. D’autre part o est un quotient de X, donc o est de type fini, et on
conclut que o est de longueur finie. O

Corollaire 2.3. — Soit €° la catégorie des représentations lisses de type fini de G,
a caractére central 5. Le foncteur X — Xg de €° dans la catégorie des G-modules
pro-discrets est exact.

Démonstration. — Soit 0 — X; — X — X5 — 0 une suite exacte dans €°. Le G-
module lisse (ng)v est injectif dans la catégorie de toutes les représentations lisses
de G, a caractére central 6 (prop. 5.16 de [25]). On en déduit que la suite

0 — Homg (P, Xy ) — Homg(PYy, XV) — Homg(Py, X') — 0

reste exacte. Pour conclure via la proposition 2.2 il suffit de voir que P% est plat sur
E?%,. Mais la théorie de Gabriel [21] (voir aussi le chapitre 2 de [25]) montre que les
foncteurs Homg (P, (—)V) et (=) ® B, PZ, induisent une équivalence de catégories
entre celle des représentations localement admissibles de G, a caractére central § et
dont les sous-quotients irréductibles sont dans %, et celle des E(%—modules compacts.
Pour vérifier la platitude de P% sur E‘j@ il suffit de tester I'exactitude du foncteur
(—)®E‘% P2, sur les E%-modules de type fini. Si M est un tel module on a M®E§E Py~
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M® B PJ,. Comme le foncteur Homg (P, (—)Y) est exact (cf. le début de la preuve),

il en est de méme de son quasi-inverse (—) ® B, P%, ce qui permet de conclure. O]

Corollaire 2.4. — Si X est une représentation lisse de type fini de G, & caractére
central §, alors V(Xg) est de type fini sur Rf’gf’(s.

Démonstration. — Le Rg;"s—module V(X z) est une limite inverse de modules de la
forme V(7) avec 7 de longueur finie. Chaque V() est de longueur finie sur Rpg;’é, donc
V(Xg) est un Rg;";—module compact. Soit m I'idéal maximal de Rpé"s. Par le lemme de
Nakayama topologique il suffit de montrer que V(Xz)/mV(Xz) ~ V(Xz/mXz) est
de dimension finie sur kz,, et pour cela il suffit de voir que X4/mXg est de longueur
finie comme k7 [G]-module, ou encore que X [m| est de longueur finie comme &y, [G]-
module compact. Comme ng est plat sur Egg, par la proposition ci-dessus et sa
preuve, il suffit de vérifier que P, /mP%,® B3, /mps, Home ( P2, XV)[m] est de longueur
finie. Puisque (Pg/mPg)Y est de longueur finie (prop. 6.7 de [28]), il suffit de voir que
Homg (P, XV)[m] est de dimension finie sur k. Cela découle du fait que (Pg/mPg)Y
est admissible (car de longueur finie) et que Homg (X, 7) est de dimension finie quand
X est de type fini et 7 est admissible. O

2.2. Complétion #-adique des induites compactes : le cas irréductible

Proposition 2.5. — Si # est le bloc contenant 11, ,, p, alors

(Irx) g = T&nnIT’X/P"
De plus,
Endy, 6y ((Ir.x) g) = m, kr[T]/P"

Démonstration. — Tout sous-G-module non nul de I,., contient @ - I, avec @ # 0
(ceci est standard, voir par exemple le cor. 2.1.4 de [17]), et donc un quotient II de
I, ., de longueur finie, est quotient de I, ,/Q, avec Q € kr[T], non nul. Le théoréme
des restes chinois implique donc que II est quotient de &pl,,/P"", ou la somme
porte sur les P irréductibles et les np sont presque tous nuls. Le premier point s’en
déduit en remarquant que les blocs associés aux différents P sont distincts (& r, x fixé,
s’entend).

Le second découle de ce que End([,,/Q) = kr[T]/Q. En effet, la suite exacte
0— Iy = Iy = I, /Q — 0 et I'isomorphisme End(, ) ~ kr[T] fournissent une
injection de kz[T]/Q dans End(I,,/Q), il suffit donc de vérifier que ce dernier k-
espace vectoriel est de dimension < deg(Q). Pour cela on peut étendre les scalaires a
une cloture algébrique de kp (en utilisant le lemme 5.1 de [25]), et on se raméne par
dévissage au cas deg @) = 1, qui est standard. O

Proposition 2.6. — Si P € ki [T] est irréductible et n’admet pas 0 pour racine, si B
est le bloc qui lui correspond, et si T agit sur (I )z via Tgr, on a un isomorphisme
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de kr[T]p[G]-modules ®) :
(I )2 = ki [T)p @ gy rr—yB(xe"™ pr, xpr—1)
dans le cas générique, et une suite exacte
0= kp[T]p & rr-1Bxe™ e, xpr—1) = (Iny) e — xpn — 0
sir=p—1etP=T— X\ avec A = £1.
Démonstration. — On a une fléche naturelle I, — B(xe" ™ ur, xpr-1) de ki [T)[G]-
modules, ot T agit sur I,, par Tgr. Celle-ci induit une fleche de k[T, T 1][G]-
modules
kp[T, T @iy Iry — Bxe™ pr, xpp—1)
qui est injective et est un isomorphisme sauf si » = p — 1 ot 'on a une suite exacte
0= k[T, T @ppimy Iy = Bxe™ i, xpr—1) = (St @ xpn) @ (St @ xpu—1) = 0

et T agit par 1 (resp. —1) sur le premier (resp. second) terme du conoyau.
eSir#p—1lousi P#T—\ avec A\ # +1 (cas générique), on a donc, pour
tout n, un isomorphisme

Ly /P™ = (ke [T]/P") @ pr,r-1) B(xe™ o, xper—1)
e Sir =p—1etsi A= =1 (cas exceptionnels), on a, pour tout n, des suites exactes
0= St xur = L/ (T —N)" =My, =0
0= (T = N (Bxe"  ur, xpr-1) /(T = X)) =My — xpn = 0
My, = Ker(B(xe" ™ pr, xpir-1) /(T — A)" = St @ xp1)
Quand on passe de n+1 a n, la flecche St@ xpy — St@xpy est 0 (et pas l'identité). En
passant aux limites projectives, cela fournit, dans le cas générique, un isomorphisme
(Irx)z = kL[T)p © pyimr-— Bxe™ pr, xpr—1)

et dans les cas exceptionnels, un isomorphisme (I, )z = Wm My, et une suite
exacte

0= Pkr[T)p ® i, irr-1B(xe™  pr, xpr—1) = (Iry) — xpia — 0
On en déduit le résultat. O
Lemme 2.7 — (|24, Lemma 1.5.11]) Si P € kp[T] est irréductible et si B est le bloc
que lui est associ€, application naturelle oy : Zg — End((I,,y)2) est surjective sauf

dans le casr = p—2 et P = T=+1, correspondant & B = {B(xpi+1, Xxpi+1)}, ot l'image
est kr[[P?]].

Corollaire 2.8. — (|24, Lemmal1.5.2]) V((I;y),) est un module de type fini
sur Zg, de rang 2, st P=T et « de rang 1 » st P n’a pas 0 comme racine.

5. kL[T)p est le complété P-adique de k[T
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Démonstration. — Cela suit de ce que V((I,. ),/ P) est de rang fini sur End((Z;. ) )/ P,
et cerang vaut 2si P = T (car (Iy.,y) 4/ P est supersinguliére) et 1 sinon (car (I, ) 5/ P
est une série principale a des caractéres pres). O]

Remarque 2.9. — Dans le cas d’un bloc de la série principale, V((I;. ) ) est la
déformation non ramifiée d’un caractére. Dans le cas 4 supersingulier, on obtient
une déformation « Fontaine-Laffaille » de V(II,. , 1), cf. [24, Lemma 1.5.3].

2.3. Complétion #-adique des induites compactes : exactitude

On fixe ¢ : Q; — OF un caractere lisse, et tous nos K Z-modules et G-modules
sont supposés de caractére central §. Si W est une représentation de K7, de type fini
sur Op,, on pose

I(W) = c-Ind$ , W

Comme W — I(W) est exact, on déduit du cor. 2.3 le résultat suivant :

Corollaire 2.10. — Les foncteurs W — I(W) et W +— I(W)g sont exacts.

Corollaire 2.11. — Soit W un OL[K Z]-module sans p-torsion.

(i) I(W) est sans p-torsion.

(ii) I(W) = Jm I(W)/p", et I(W)/p™ = I(W/p™), pour tout n.

Démonstration. — L’identification f(—\V_V/) = I&Hn 1 @7;") est immédiate. La multi-
plication par p™ induit un isomorphisme I(W)/p"™ = p"I(W)/p?"I(W) C I(W)/p*";

—_~ e~~~/

elle induit donc aussi un isomorphisme I(W)/p® = p"I[(W)/p?>"1(W) C I[(W)/p®".

—_—~—

A la limite, on voit qu'un élément de p-torsion de @n I(W)/p™ est dans 'image de
la multiplication par p™, pour tout n. Le résultat s’en déduit car le sous-groupe p-

divisible de I(W) est réduit a 0 (vu que c’est le cas pour tous les quotients de longueur
finie de I(W)). O

Remarque 2.12. — En utilisant la décomposition suivant les blocs, on en déduit les
mémes résultats pour la complétion B-adique.

3. Le complété universel de LL*% (1)

Soit M un (¢, N,%q,)-module de rang 2 sur L ® Q" absolument irréductible en
restriction au sous-groupe d’inertie de ¥q, (et donc N = 0), et soit LL(M) la L-
représentation lisse de GG associée par la correspondance de Langlands locale classique
(elle est supercuspidale grace a ’hypothése faite sur M).

Si a < bsont des entiers, notons LL (M) la représentation localement algébrique

LLEP (M) := LL(M) ® Sym®™*"! @ det®

On suppose que le caractére central 65&’“ de LL[“’b](M ) est unitaire.
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D’apreés la classification des représentations supercuspidales de G, il existe une
représentation irréductible oy, de KZ (de dimension finie), telle que (¢)

ind% ;o0 = LL(M) ou bien ind% oy = LL(M) ® (LL(M) ® p_1)

On a donc le méme résultat pour LLI*? (M) en remplacant oy, par

[a b] b—a—1

= oy @ Sym ® det?

c’est-a-dire :
1ndKZa[ 2. LLI%* (M) ou bien deZJESIb] LLEY (M) @ (LY (M) @ p_y)

L’hypothese selon laquelle le caractére central de LLY (M) est unitaire im-
plique qu’il existe des réseaux de aj[&’b] stables par KZ. Si o est un tel réseau, on
note Ip;(0") image de ind$ ot dans LLI“Y (M) c'est un réseau de LLY(M1)
et 1]7(-0'\—"—) = I'&nIM(aﬂ/w” est un réseau du complété universel LL[®] (M) de
LLY (1),

Proposition 3.1. — Endpq (Iji[“vb] (M)) = L.

Démonstration. — Comme LL4Y (M) est dense dans LLla) (M) et comme
Endpg(LL*(M)) = L

d’aprés le lemme de Schur classique, il suffit de prouver que les vecteurs localement

algébriques de LLa:Y) (M) sont réduits a LL[“’b](M ), et pour cela il suffit de prouver
le méme résultat pour indy ZUECI bl
Notons X,, la double classe K Z ( p(;L ?)K Z (cela correspond aux points & distance n

du sommet central sur 'arbre de PGL2(Q,)). Alors deZJES[ - = @pindyyo E&b]7 et

le complété universel de deZUE\‘Z,’b}

1ndKZJEV[ ]7 et , — 0 quand n — o (i.e. z, € p ’LlndKZU+, avec k, — +00).

L’application = — R, (x) = ZKn x; est K-équivariante et x = lim,,_, o Ry (z). Si

est K,-algébrique, ou K, = 1+ p"Ma(Z,), il en est de méme de R, (x) pour tout n.

Comme ind$ ZO'EVI’ ) est admissible, les vecteurs K,-algébriques dans EBKnde ZUE& bl

ne dépendent pas de n > n(r); on en déduit que R,(x) = R, (x) pour tout n >

n(r), et donc que x = R, (z) € deZJEM " En résumé, les vecteurs localement

algébriques du complété universel de indy ZUJ[\j " sont réduits a ind$ K7 O'E& bl

Le résultat s’en déduit. O

est 'ensemble des © = ) T, avec x, €

Soit IT un L[G]-banach unitaire de longueur finie, contenant LL!** (M) comme
sous-espace dense. Par propriété universelle de LL%% (M) Iinjection LLI*% (M) < II
se prolonge en une application continue LLI*!(M) — TI. Comme LLI*?/(M) n’est

6. On note ind := c-Ind 'induite & support compact.
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pas admissible, il n’y a aucune raison a priori(”) pour que image soit fermée, mais
on a le résultat suivant.

Proposition 3.2. — L’application LL[aY] (M) — II est surjective, et donc II est un
quotient de LLI*Y(M).

Démonstration. — La surjectivité de LLlet] (M) — II est une conséquence du fait
que IT est résiduellement de longueur finie [25, 13] : on fixe un réseau 1T de II, et on
note 7 la longueur de I /z. Comme LLI** (M) est dense dans II, on peut trouver
v1,..., v, € LLI*Y (M) NIIT dont les images modulo @ engendrent ITT /. Mais alors
le sous-0p[G]-module W de LL[a’b](M) engendré par vy,...,v, est de type fini, et
donc son complété w-adique 1% peut étre choisi comme boule unité de LLla:b] (M). Par
construction LL® (M) — TI envoie W dans IT* et induit une surjection modulo .
On en déduit, puisque tout est complet pour la topologie w-adique, que W — I+ est
surjective, ce qui permet de conclure. O

4. Représentations de type M

On va associer un certain nombre d’objets a un (¢, N, %q,)-module M satisfaisant
les hypothéses du chap. 3 (en plus de la représentation LLl®b (M) déja introduite).

4.1. Déformations de Rham et vecteurs localement algébriques

Soit Vo une L-représentation de dimension 2 de %q,, absolument irréductible.
Soient 0 = det Vj, et £ le bloc correspondant & la réduction de Vj. Alors Vi corres-

pond & un point x € X := Spec Rgg’é[%], et la restriction de T% 4 une boule ouverte B

de D’espace rigide associé a X, contenant z et suffisamment petite, est la trace (®) d’une
représentation pp : 9q, — GL2(0(B)"). Alors 0(B)* = O[Ty, T2, T3]] (mais il ne
semble pas y avoir de choix naturel des coordonnées Ty, 75, T3).

Les techniques des n° 11.2.4 et 11.3.1 de [9] fournissent un faisceau G-équivariant

U D(pp) KU sur P(Q,) et une ﬁ(B)*[%}]—représentation II(pp) de G telle que,
pour tout y € U, on ait I(pg), = (p,), et qui vit dans une suite exacte ()

0 — I(pp)* @ ((z|z)~'6) = D(pp) K P'(Qp) — (pg) — 0

7. Par exemple, si G = Zj, l'inclusion €1 (Z,) — % (Zp) est d’image dense mais n’est pas bijective
(et €(Zp) est admissible comme représentation de Zp, pas €1 (Zp)).

8. D’aprés |7, prop. G|, sur Pouvert d’irréductibilité absolue U de X, on dispose d’une représenta-
tion & valeurs dans une algébre d’Azumaya A sur &(U). Par ailleurs, d’aprés [7, cor. 2.23], le complété
de O(U) en z, est Panneau des déformations universelles de Vy de déterminant fixé. Comme Vj est
absolument irréductible, cet anneau est isomorphe a L[[T1, T2, T3]] ; en particulier U est lisse en tout
point. L’algeébre A se trivialise sur une extension finie étale de 0(U) et, comme U est lisse en z, cette
extension étale est triviale sur une petite boule autour de x.

9. (pp)* := Hom g+ (I(pp), 0(B)T[1])
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Si E est un quotient de ﬁ(B)*[%], de dimension finie sur L, alors pg := E®pp est une
E-représentation de dimension 2, et II(pg) := E®II(pp) est une E-représentation de
G, vérifiant V(II(pg)) = pe. En spécialisant la suite exacte ci-dessus et en utilisant

les techniques de [9, chap. V] ou de [11, chap.V, VI], on obtient des suites exactes
0= I(pp)* @ ((z|z])7'0) = D(pp) RPH(Q,) — IL(pp) — 0
0 — (I(pp)™)* @ ((x|2)'6) = Drig(pp) WP (Qp) — M(pp)™™ — 0
%]/m;”, pour n € N.
Les E-représentations V' = pg que l'on obtient vérifient EDdE[ng]V = FE et, vues
comme L-représentations, n’ont alors que V) comme composante de Jordan-Holder.

On peut appliquer ceci, en particulier, aux quotients F de Rg;’(s[

Soit V' comme ci-dessus (E est donc une algébre locale de corps résiduel L ; on note
mp son idéal maximal).

Théoréme 4.1. — TI(V)*8 est dense dans TI(V) si et seulement si V est de Rham
a poids de Hodge-Tate non tous égaux.

Remarque 4.2. — (i) Si V =V}, ce résultat est prouvé dans |9, chap. VI| (avec des
preuves simplifiées dans [15, 10]); si V est une extension de Vj par Vp, il est prouvé
dans [16].

(ii) Soit IT une L-représentation unitaire de G dont toutes les composantes de
Jordan-Holder sont isomorphes a Ily. Supposons Hglg irréductible et dense dans IIj.
Alors une récurrence immeédiate (utilisant la densité de (I1/TIy)*® dans IT/TI, si I1*8
est dense dans II) sur la longueur de IT montre que IT*® est dense dans II si et
seulement si lg(I1!8) = 1g(II), et que, si c'est le cas, lg(W?28) = lg(W) pour tout
sous-quotient W de II.

Démonstration. — La preuve du cas V = V) que 'on trouve dans [10] s’étend presque
verbatim au cas n quelconque. Nous allons en esquisser les grandes lignes.

Le cas V = Vj permet de supposer Vy de Rham, & poids de Hodge-Tate k1 < k.
Soient A := D,ig(V) et Ag := D,ig(Vp). Comme EndV = E, on a EndA = E, ce
qui permet d’adapter la preuve de [10, prop.2.2] pour obtenir Ay, Ay € E vérifiant
A1+ As = k1+ko (cardet V =) et (V—A1)(V—A2)A C tA (onadonc A; = k;+ P,
avec P; € mp, sii = 1,2). La preuve de [10, th. 2.15] montre que le module qui permet
de décrire (au moins en tant que module sous I’action du borel) les vecteurs localement
algébriques de TI(V) est (Agif)U(g)'ﬁ“i; plus précisément, en adaptant cette preuve,
on montre que le Lo [t]-module (A7;)Y(®-fn est de longueur (ko — ky)lg(TI(V)™8).
La preuve de [10, prop.2.7] montre alors que lng[t}((A;f)U(g)'ﬁni) est la longueur
du quotient par le plus grand sous-Le[[t]-réseau N de Al vérifiant (V — A1) (V —
A9)N C tN.

Il existe une base eg 1, €e9,2 de Aadif vérifiant V(ep1) = kieo1 et Vega = kaeg .
Les seuls sous- L [[t]]-modules d’indice fini de A;dif vérifiant (V—Fk1)(V—ko)N C tN
sont Aa’,dif et le module Ny qif engendré par eq o et tkz*kleoyl.
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On peut relever ep 1,ep2 en une base e, ez de A(J{if vérifiant V(e1) = Ajep et
V(ez) = Ases + Btk2=F1e; avec B € Lo ®1 mg. La représentation V est de Rham si
et seulement si A1 = k1, As = ko et B =0.

Posons Lp e := Lo ® E. Les seuls sous-Lp o[[t]]-modules d’indice fini de A
vérifiant (V — A1)(V — A2)N C (t,mg)N sont les Ngj¢ +AA$f, ol Ny est le module
engendré par ey et t*2 F1e; et A est un idéal de E. Parmi ceux-ci, le seul qui peut
fournir des vecteurs localement algébriques de la bonne longueur est Ngy;t, i.e. I_I(V)alg
est dense dans II(V) si et seulement si (V — A;)(V — A2) Nais C tNgir. Cette derniére
condition équivaut a (V — Ay)th2=*ie; € tNgir et (V — Ag)es € tNgi.

e La premiére des deux conditions équivaut & A; — As + ko — k1 = 0, et comme
Ay + Ay = k1 + ko, cela équivaut & Ay = ky et Ay = ko.
e La seconde équivaut a B = 0.

La conjonction des deux conditions équivaut donc a ce que V soit de Rham, ce qui

permet de conclure. O

4.2. Déformations infinitésimales de VJ[V??}

Soit Myr le L-module de rang 2 défini par :
Mar == (Q, ®q, M)%a

Fixons .2 € P!'(Mar)(Q,) et soit Ly le corps de définition de 2. Choisissons une
base e1, ez de Mar sur L, avec e; ¢ Z. Alors il existe 2(Z) € Q,, tel que £ soit la
droite engendrée par es + z(Z)ey, et Ly = L(2(Z)).
Sin > 0, soit MJ;I;E le (¢, N,9q,)-module filtré, de rang 2 sur L& [T]/T"+L, défini
par
My = (Le[T)/T" ) @ M

en tant que (¢, N,9q,)-module, la filtration Fil%, , sur

(Q, ® M&%n — (L, [T]/T™) © Mag

n

étant définie par

(Le[T)/T™) @ Mar sii < —b,
Fﬂi(gm = (Le[T))T" ) - (ea + (2(L) +T)ey) si—b+1<i< —a,
0 sit> —a+1.

Notons que le sous-module Tka;:I:E de Mf;lg est isomorphe a M_[;’,I;Lk comme

(¢, N,9q,)-module filtré (sur Lo [T]/T™H et donc a fortiori sur L).

Lemme 4.83. — Sin > 1, alors :

(1) Mn[;’,l;l, vu comme Lo-(¢, N,9q,)-module filtré, est faiblement admissible.

(ii) Les seuls sous-Lg-(p, N,9q,)-modules filtrés faiblement admissibles de Mn[;lﬁ
sont les T’“M‘[;,”b], pour 0 < k <mn.

n
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Démonstration. — Quitte & remplacer L par L, et es par es + z(%)er, on peut
supposer que .Z est définie sur L et que z(.Z) = 0.

Les seuls sous-L-(¢, N,%q, )-modules de Mw[;lﬁ sont les A®y, M, ol A est un sous-
L-module de L[T]/T™!. Comme la filtration n’a que deux crans, le (i) équivaut a
ce que

dimL ((A X, MdR) N Fﬂ:ga’,r) S dlmL A
pour tout A, et le (ii) & ce que les seuls A pour lesquels il y a égalité sont les
T*(L[T)/T™*1~*). Comme Filg', est l'ensemble des Pey + T'Pey, Uintersection ci-
dessus est 'ensemble des Pey + T'Pey avec P € A et TP € A. L’inégalité dans le (i)
est donc une évidence et, s’il y a égalité, c’est que A est stable par P — TP, et donc
est un idéal de L[T]/T™*1~* et donc de la forme T*(L[T]/T™+'~*), ce qui permet
de conclure. O

Le (i) du lemme 4.3 fournit (grace a [14]) une représentation
Vit = Va(MZ,)

C’est une déformation a Lo [T]/T"H! de Vz\[/([ll_l; qui est de Rham, dont la réduction
modulo 72 est non scindée (car la filtration n’est pas définie sur Lg modulo T?), et
dont, d’aprés le (ii) du lemme 4.3, les seuls sous-objets sont les T* VA[; f; ,, (isomorphe

a V]\[Z’gm_k), pour 0 < k < n.

Remarque 4.4. — (i) En adaptant les méthodes de [8, §5.1], on peut construire
une déformation de Rham de VI\[/(}_”; dans un voisinage p-adique, et pas juste dans un
voisinage formel.

(ii) Le th.5.4 et le lemme 5.3 ci-dessous donnent une construction d’une déforma-

tion au-dessus de tout l’espace des représentations de Rham de type (M, a,b).

Soit £ le bloc correspondant a la réduction de V]\[/(Il,’gp. Alors V]\[;gp définit un point
de Spec Rpgf"s[%] : notons Ry le complété de Rg;’é[%] en I'idéal maximal correspondant
a ce point (isomorphe & L »[[T1, T2, T3]]), et mg son idéal maximal. On dispose d’une
représentation py : 9q, — Gl (R ) universelle pour les déformations de VJ\[/([L”E aux
L o-algébres locales finies sur L de corps résiduel Ly : si E est une telle algébre
et si pp : 9q, — GL2(E) a pour représentation résiduelle VJ\[;:;’ alors il existe
)\ Ry — E tel que pg = E @ py. De plus, my/m?, est isomorphe au groupe des
extensions de VJ\[;; par VI\[/ZII,@ de déterminant § (une telle extension est naturellement
une (L.g[T)/T?)-représentation de dimension 2 et son déterminant est, a priori, a
valeurs dans L [T]/T?).

On note R « dr le quotient de R < classifiant les représentations de Rham : on a
Rng = ﬁg/], ou I = Na et a parcourt les idéaux de ]:Eg tels que ﬁg/u soit de
dimension finie sur L (ce qui équivaut & a O m%,, pour n > 0), et (Ry/a) @ by
soit de Rham.
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Proposition 4.5. — ﬁg’dR >~ Lo([T]].
Démonstration. — Comme VE’; 5 est, & isomorphisme prés, I'unique [16, prop. 7.17]

extension non triviale de V[agﬂ par V]\[Z ’2,, de déterminant &, qui est de Rham, il s’en-

suit que R 2.ar est un anneau local régulier de dimension 1, et donc est un quotient

de Lg[[T]]. Par ailleurs, l'existence de VJ\[4 é > bour tout n, fournit une suite com-

patible de morphismes Rg ar — L [T]/T™, pour n € N. Le fait que V][w:zl 5 S0it

non scindée implique que cette fleche est surjective pour n = 2, et donc aussi pour
tout n. Il s’ensuit que R_gg’dR admet pour quotient L [T]/T"HL, pour tout n. On en
déduit le résultat. O

Remarque 4.6. — On déduit de la prop. 4.5 que VEB@” est, & isomorphisme pres,

I'unique déformation de Rham de V][j@ a Lg[T)/T"M, de déterminant §, dont le
quotient par T? soit non scindé.

4.3. Déformations infinitésimales de HB\‘ZZL

En appliquant les constructions du §4.1 4V = VIL'; ’g,_n, on construit une représen-
tation

a,b a,b
HEV[,}[,’I’L = H(V]\[Lf},n)

Remarque 4.7. — (i) Il résulte du th.4.1 que (Hg\‘;gyn)"lg est dense dans H[I\(f[li,n
et on déduit du (ii) de la rem. 4.2 que

(15" )™ = (L [1)/T71) @ LLIYY (M)

En effet, les deux membres ont méme longueur d’apres 1a rem. 4.2, sont des

2|T]/T" -modules, et T™ induit un isomorphisme de HM /T sur T"HE&I}L N

(tous les deux isomorphes a H[ ). Si on choisit LLEY (M) — (HE&IL )E tel que

la composée avec la projection sur (Hgﬁlb] /T)alg soit non nul (possible, d’aprés la

rem. 4.2), alors lapplication naturelle (Lg[ /T @ LLI“ (M) — (H%@An)&lg est
injective (car injective sur 7" d’aprés ce qui précéde) et donc un isomorphisme pour
des raisons de longueur.

(i) En fait, si A € (Lg[T]/T™1) est inversible, alors A - LLI*" (M) est déja dense
dans Hg\(j[.ffn car les seuls sous-objets stricts de HEMJ? sont les T’“HE\%:}?’” pour
1 <k <n-—1 (cela se voit en appliquant le foncteur II — V(II) et en utilisant le

fait que les seuls sous-objets stricts de V]\[Z"f(} , sont les TkVZ[V?f} oo cf. lemme4.3 et

définition de VJ\[Z’E;L_’”), et A- LLI“® (M) nest inclus dans aucun. 1l résulte donc de la

prop. 3.2 que Hggf,li]%,n est un quotient de LLla:t] (M).
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Proposition 4.8. — Si 11 est une représentation unitaire de G, de caractére cen-
tral 6, munie d’un morphisme LL[a’b](M) — II d’image dense, et si les composantes

de Jordan-Holder de I1 sont HE\G/L avec multiplicité n, alors I1 = HE\‘Z’I}’“.

Démonstration. — D’aprés [28, cor.6.16], la catégorie des représentations unitaires
de longueur finie, dont toutes les composantes de Jordan-Holder sont Hg\?i]ff est équiva-
lence a la catégorie des R w-modules. On peut décrire le foncteur réalisant cette équi-
valence par la théorie de Gabriel [21]. Soit J¢ 'enveloppe injective de HE\‘Z’}} dans la
catégorie des limites inductives de représentations unitaires de G. Alors End Jo = R %
d’aprés |28, cor. 6.16] et comme le bloc de Hg\l;fi]% dans la catégorie des représentations

unitaires de G n’a qu’un élément, on a
~ * * . * O\ %
1= (Hom(J%,II*) @5, J%)

L’hypotheése selon laquelle LL[“’b](M ) — II est d’image dense implique a fortiori que
I1#'2 est dense dans II. I en résulte, d’aprés le th. 4.1 et la définition de R gr, que
Hom(J%,,II*) est en fait un R« gr-module. La prop. 4.5 implique alors que

Hom(J%,I1*) = @; L£[[T]]/T™ et 1= @ielng\?i}%,m

ou I est un ensemble fini. On conclut en remarquant que ’hypothése selon laquelle
LL[“’b](M ) — II est d’image dense implique que I n’a qu’un seul élément : en effet,
cette hypothése permet de déduire que Homg (11, H[A(jf’i]%) est de dimension au plus 1,

mais d’autre part cet espace est de dimension au moins |I|. O

5. Complétion #-adique et anneaux de Kisin

5.1. Les Rgsj’f?]%-modules LLg’b] (M) et pg\ad’f%

Notons Ip(07), le complété ZB-adique de In(o) (cf. §3). On définit alors le
complété ZB-adique de LLIY (M) par :
LL%Y (M) := L®g, Tn(oh),
(le résultat ne dépend pas du choix de o). Posons
0= 5%‘2’27], I :=1Iy(o)y,

Alors I est une limite projective d’objets IT; de Torsy G. On a donc une action de Z%,

sur I et sur LL;’b](M ). Par fonctorialité, cela fournit une action de ZJ, sur pg\(sz]}

Cette action coincide avec 'action naturelle de Rpgf’é, via I'isomorphisme du th. 1.7.
On note RE&’@; le quotient & travers lequel Zf@ agit sur I (notons que RE@’@;

est sans p-torsion puisque I 'est, cf. cor.2.11), et on pose

ab] a,b],+
Ry, = RS (L]
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Remarque 5.1. — On verra plus loin que Rk}’lgg est anneau des fonctions ana-

lytiques bornées sur un ouvert strict Ujr g, de la droite projective analytique

P1(Mgr)*", et donc est trés loin d’étre réduit a L. Or RECI’Z?]% agit fidelement sur

LL[%’b](M), ce qui contraste avec le fait que EndL[G}ﬁ[“vb] (M) =L (prop. 3.1).

On peut envisager les choses de la maniére suivante (et il est probable que la théorie
de Dotto-Emerton-Gee [17, 18] rende cette vision correcte). Tous les objets ci-dessus
«vivent sur PY(Mggr) », i.e. I:i[“’b](M) est un faisceau sur P!(Mgr) et LL;’b] (M) est
le localisé-complété de LLI) (M) en l'ouvert Ujf 4. Alors EndL[G]ﬁ[“vb] (M) est un
fibré en droites sur P*(Mgr ), qui est trivial ce qui explique que EndL[G]ﬁ[a’b] (M)=1L
(sections globales constantes).

Posons
a,b a,b
phitly = V(LLEg " (an))

Alors RE&’@; agit, par fonctorialité de IT — V(II), sur V(1) et R[I\'fl’_’l;]g agit sur pg\(}b;g
Lemme 5.2. — PE&[@B est de type fini sur RE&’@B.
Démonstration. — Ip(o™) est un facteur direct de I(c™) et donc I est un facteur

direct de I(c")g. Il suffit donc de prouver que V(I(c1)z) est de type fini sur Rpgf"s.

Onak,®@V({I(oh)g) = V(kr®I(o")g) = V(I(kL ®0"),4) (les morphismes de
transitions entre les objets entrant dans la définition des complétés HB-adiques sont
surjectifs, et donc les R!lim s’annulent). Maintenant I(k;, ® o) est une extension
successive finie d’induites compactes I(W), ou les W sont de la forme W, ,, et le
cor. 2.8 implique que kr, ® V(I(07)%) est de type fini sur RI;;"S. Il en est donc de
méme de V(I(o")5). O

5.2. Spécialisation en un point de Spec RE\‘Z@&

On note Ups,g 'ensemble des & € Pl(MdR)(Qp) tels que & € Bangg G ; cest
aussi I’ensemble des .2 tels que Vi ¢ ait pour réduction pg. Comme nous le verrons,
Uwm,z est I'ensemble des points classiques d’un ouvert analytique U}y 5 de la droite
projective P*(Mgg)®*. Soient

X = Spec R?,;’é[%], Xy = Spec RE\Q/%

On note aussi X*" et X3} les espaces analytiques associés & X et Xjp; : X" est de
dimension 3 et, comme nous le verrons, X3} est de dimension 1 (isomorphe a l'ouvert
Uil de Pl (Mgg)™™).

On note Ban® G la catégorie des L[G]-banachs unitaires de caractére central 8, de
longueur finie. On note Ban% G la sous-catégorie de Ban® G des IT dont la réduction
est un objet de Torsf;y. D’apreés Paskunas [25], tout objet I de Banfs@ G a une décom-
position IT = @,I1,, ot la somme porte sur € X fermé, IT, = 0 sauf pour un nombre
fini de x et toutes les composantes de Jordan-Holder de I, sont élément du bloc £,
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de Ban’ G correspondant a z (si le pseudo-caractére de 9q, correspondant a x est
le caractére d’une représentation irréductible, alors %, a un unique élément, si ce
pseudo-caractére est x1 @ x2, ce bloc est constitué des composantes de Jordan-Hélder
des induites continues de y; ® x2e~* et X2 ® x1€ ! — ces représentations sont toutes
les deux irréductibles sauf si yo = x16*1).

Size X M, notons m,, l’idéal maximal de R vz qui lui est associé, et L, le corps

résiduel R M, Q /mz

Lemme 5.3. — (i) Six € Xy, il existe £ (x) € Uy tel que

a,b ~
L, ®RE{}’»% LL[@ ](M) E M, 2y, Lz ®R[a o pgwlg EVu,.2@)

(ii) Plus généralement, sin > 0, alors
a,b a,b ~ a a,b] ~

(RY; % /my e it ) LLG (M) 2 a2 oyns (Rap /)@ e 057 = Var 2(0),n
(iii) x — Z(z) est une bijection de Xy sur Upr .

Démonstration. — Par construction, LLI** (A1) est dense dans IT, = L, ®LL[g‘;’b] (M).
Donc le bloc de Ban‘;% G correspondant & x contient un unique Il; o (), avec Z(x) €
P!(Myr)(L,). Comme Vi, 2 (x) est irréductible, ce bloc est réduit a Iy o (4, et on
peut déduire les (i) et (ii) de la prop. 4.8.

Enfin, le (iii) est une conséquence de ce qui précede et de ce que .Z +— Vi o est
injective. O
5.3. La propriété universelle de p[a bl
Théoréme 5.4. — (i) pg\‘};g est localement libre sur Xy, de rang 2.

(ii) Xps est lisse, réduit, purement de dimension 1.

Démonstration. — Posons, pour simplifier, R := RE&’,@B, p = pgff’ :]@ Alors R agit
fidélement sur LL;’b] (M) et donc aussi sur p car V ne tue que les représentations de
dimension finie, et aucun des blocs qui apparaissent n’en contient.

Notons p,, le complété du localisé de p en 2. Comme p est de type fini sur R, on a une
injection R-linéaire p < [[, pz, et comme R agit fidélement sur p, il agit fidélement
sur [[, pz. I résulte du (ii) du lemme 5.3 que p, est libre de rang 2 sur L,[[T,]] (car
Vi, 2 (z),n est libre de rang 2 sur L, [T,]/T7+1Y), et comme p, est irréductible, on a
Endgg (pz) = L[[T]]. On en déduit une injection d’anneaux R — [[, L [[T%]], ce
qui prouve que R est réduit.

Comme p, est de rang 2, pour tout z (lemme 5.3 (i)), et que p est de type fini
sur R, cela implique que p est localement libre, de rang 2, sur X;. On en déduit, en
utilisant ce qui précéde, que le complété R, de Ianneau local de X en x est L.[[T.]],
ce qui prouve que Xy est lisse, purement de dimension 1. O
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Il résulte de [4, §5.3] que V'application x — Z(z) ci-dessus est la restriction aux

points classiques d’une application analytique X2 — P1(Mgg)*". L’ensemble Uy 5

an

ci-dessus est donc I'ensemble des points classiques d'un ouvert analytique Uj} 4 de

P'(Mgr)™, et © — Z(z) identifie X3} a Uj} 5 et RE&’@B a lanneau des fonctions

analytiques bornées sur Uj} 4. Comme RE&’Z)]@ est un quotient de RE;"S qui est de

type fini, U} , n’a qu'un nombre fini de composantes connexes, et comme un ouvert
analytique connexe de P! est un disque ouvert privé d’un nombre fini de disques

fermés, on en déduit les résultats suivants.
Corollaire 5.5. — (i) Rg\ajbgg est un produit fini d’anneauz principau.

(i) pg\‘}’f’;g est libre sur RE\(;[’)%, de rang 2.

Corollaire 5.6. — Rg\a/)]@ = Endg LL[@"»”’] (M).

Démonstration. — L’inclusion RE\‘Z’{)]% C Endg LLg’b] (M) est immeédiate ; montrons

I'inclusion dans l'autre sens. Soit donc a € Endg LLg’b](M). Alors o commute a

I’action de RE\‘Z’{’]% puisque puisque RE\‘Z’% est un quotient de Zgg qui est le centre de la

catégorie. Donc V(«) € Endep pg\?@g commute aussi & ’action de RE\Z’I;]& et puisque

b] [a,b]

pg\aj o est un R%l’]%—module libre de rang 2, et toutes les spécialisations de p;, 5 sont

irréductibles, on en déduit que V(«) € MQ(RESIZ]&) et que I'image de V(o) mod m,, est

une homothétie pour tout z € Xjs. Donc V() est une homothétie, i.e. V(a) € RE&’@Z.

On peut donc voir @ — V(a) comme un élément de Endg LLA[;;’b](M)7 et on a

V(a—V(a)) =0, et donc o — V() = 0, ce qui permet de conclure. O
Corollaire 5.7. — Si E est un quotient de RE&’@} de degré fini sur L, alors E®p5\‘2’2§

est une E-représentation de 9q, de réduction 10 ng:E]

a poids a et b, dont le Dy, est E @ M.

, potentiellement semi-stable

Démonstration. — Cela résulte du (ii) du lemme 5.3 et du théoréme des restes chinois.
O

Réciproquement, on a le résultat suivant qui montre que PE\(Z’Z]@ est universelle pour

ces propriétés.

Théoréeme 5.8. — Si E est une L-algébre commutative de dimension d, et si p :

Yq, — GLo(E) a pour réduction p%d et déterminant &, est potentiellement semi-

stable & poids a et b, et si Dpgy(p) = E® M, alors il existe un morphisme RE\‘Z”% —F

tel que p=FE® pg\ajg.

10. Par définition, c’est la semi-simplifiée de k;, ® ¢, A (vue comme kp-représentation de ng),
ol A est n’importe quel Jp-réseau stable par 9q,, .
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Démonstration. — Si E est un corps, alors p est de la forme F ®p,, V]{Z’g(gﬂ), avec

x € Uy, et comme VJ{/‘;"_@(@ =L,® pggfl?]%, on obtient le résultat dans ce cas.

Si E = Ey[I]/T*, out Ey est un corps, alors p; := (T'E /Tt E)®g p est de la forme
Ey®p, VJ\[;’D@(@, avec x € Uy g indépendant de . L’extension

0= p; = (T E/T" ' E)®p p— pi1 — 0

de Ey ®p,, Vﬁgp(m) par elle-méme est indépendante de ¢ car la multiplication par T'
sur p induit un isomorphisme permettant de passer de i a i+ 1. Comme le groupe des
extensions de Rham est de dimension 1, il y a deux cas possibles :

— toutes ces extensions sont triviales et p = E® g, po, et on conclut comme ci-dessus.

— ces extensions sont non triviales et p = Fy®p,, V]\[; ’E(z) .» et on déduit le résultat

dans ce cas de ce que VJ\[;I{;L(I)JC = (R%%/mi) ® pg\(}b]@

Si E est un quotient de Ey[T1, ..., T,]/(T1, ..., T,)¥, en raisonnant comme ci-dessus
et en utilisant de nouveau que le groupe des extensions de Rham est de dimension 1,
on prouve que p = E®p_ V]\[Zl_@(x)  ou bien p = E ®p p', avec £ quotient de £ de
la forme Eo[I]/T* et p/ = Ey @y, V&Y

M, % (z),k"
Le cas général s’en déduit en décomposant £ comme un produit d’algébres quo-
tients de Eo[Ty,...,Ty]/(Ty, ..., T,)". O

5.4. Applications a la conjecture de Breuil-Mézard

Dans ’énoncé géométrique de la conjecture de Breuil-Mézard [6, 20|, au lieu de
fixer le Dpst, on fixe seulement la restriction & l'inertie et le déterminant, ce qui
fournit a priori deux Dy possibles puisqu’on peut tordre par le caractére non ramifié
p—1 d’ordre 2 (rien n’empéche que ces deux Dy solent, en fait, isomorphes). Le

résultat est, qu’au lieu de considérer le sous-objet LLI“*I(M) de indgzag\‘}’b] (cf. §3),
on considere a la place ind$- Zag\?b] en entier.

On pose donc
M =M ou M=M&Mpu_)
LU () = g () on LY (M) = LG (M) @ (LU (M) @ iy
Rggf'b,]@ = Rgx?,b]@ ou RE\?'IJ,]@ = RE\%@? X R%gufl,@
Phirs = Piils OW Phis = Paiis ® Phid

suivant que M = M ® u_1 ouque M # M ® p_1.

Si o est une kz-représentation irréductible de K, on note mgf’b] (o) la multiplicité de
o dans la réduction de ag&’b]. L’énoncé suivant est une forme de la version géométrique
de la conjecture de Breuil-Mézard.
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Proposition 5.9. — Les réductions de LL;’b](M’) et pg\‘fjf’]ﬂ se décomposent sous la
forme

LL" (M) = @m0 1(0)2

_[a,b a,b

Pairs = Bomiy (o) V(I(0) )
Démonstration. — Le premier énoncé est une conséquence du cor. 2.3. Le second s’en
déduit via la fonctorialité de IT — V(II). O

Remarque 5.10. — Si % n’est pas un bloc supersingulier, V(I(0)4) est de rang 1
sur un quotient de Rpgf’5, mais ce dernier agit par un pseudo-caractére de dimension 2
(cf. th.1.7), pas de dimension 1.

La conjecture de Breuil-Mézard (version M) géométrique [20]) postule une décom-
position analogue pour les supports des objets ci-dessus, vus comme faisceaux sur
Spec Z5,.

On note REC’P’ ]g le quotient a travers lequel Zga agit sur I(0)g (cet anneau dépend

. . - . bl e
a priori de o, mais nous ne l'indiquons pas sur la notation). Alors RE\‘}, ]g;r s’injecte

dans RE&P ]@ et on a RE&,Z’ ! R[a o, +[ |. Comme R[ }@ est de dimension 1 puisque

. b]
c’est un produit d’anneaux principaux, on en déduit que RE\'}, g; /w est de dimension 1

par platitude de REW ]53 sur O7p,.

Soit p un idéal premier minimal de R y b] : s /™. Notons encore p I'image inverse de p
dans Z@7 c’est un idéal premier de ng et Zga/p est de dimension 1. La conjecture de
Breuil-Mézard postule une formule pour la longueur du localisé (RE\’Z,b ]g /@), comme
(Z%,)p-module (on note £,(M) la longueur d'un (Z),-module). On la déduit du
résultat suivant (le membre de gauche se calcule en utilisant la prop.5.9) :

Proposition 5.11. — Si p est comme ci-dessus,
_[asb bl,+
6(Phirs) = 26 ((R375 [),)
Démonstration. — Les longueurs ne changent pas par complétion. Notons donc Z le

complété de (Z3,), pour la topologie p-adique, R celui de (RE\‘Z,b ]’gj )p, €t V celui de
V(I(0)z).

Alors R/w est un corps local de dimension 1 — c’est le corps des fractions de
(RE@P ]é; /@) /p — et donc R est un anneau de valuation discrete dont R[] est le corps
des fractions. Comme V(I (o)) est sans w-torsion puisque I(c)g lest (cor.2.11), on
en déduit que V' est un module libre sur R, de rang 2 puisque pk}’,b’]gg =L®g, I(0)a

11. Il semble y avoir une certaine latitude dans I’énoncé de la conjecture : par exemple, on peut
prendre des anneaux de déformations de représentations galoisiennes, ou de représentations enca-
drées; la version que nous obtenons utilise des anneaux de déformations de pseudo-caractéres — le
th. 1.7 identifie Zgy 4 un tel anneau.
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]

est libre de rang 2 sur R[a’,bw. 11 s’ensuit que V/w est libre de rang 2 sur R/w ; d’on

le résultat. O
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